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Kapitel I.

Normierte lineare R aume und Hilbertr aume

1. Metrische R aume

SeiE eine Menge.

Definition I. 1. 1 (Metrik). EineMetrik auf E ist eine Abbildungd: E x E — R mit folgenden
Eigenschaften:

() dx,y) 20V¥x,ye E,d(Xy) =0 < x=y.
(i) d(x,y) =d(y,x) ¥x,y € E
(i) d(x,2 <d(x,y) +d(y,2 VX,y,ze E 0

Definition 1. 1. 2 (metrischer Raum) Ein metrischer Raunist eine MengeE zusammen mit
einer Metrikd. v

0 x=
Beispiele I.1.1. (i) d(x,y) = {1 ytmit E beliebig. E,d) ist der diskrete metrische

Raum.

1
(i) E € (R"C", d(x.y) = (Zfy % —ul?)® mit X = (x1....,%,). E heiRt Euklidischer
Raum.

(iii) Jeder normierte lineare Raum ist metrischer Raundity) = ||x — y|. v

a. Einige topologische Grundbegriffe
Sei E, d) metrischer Raumx € E, € > 0.
Definition 1. 1. 3 (e-Umgebung) U.(X) ={y € E | d(X,y) < ¢} heil3te-Umgebungionx. ©

Definition I. 1. 4 (innerer Punkt, gfene Menge) Sei M C E. Ein Punkix € E heif3tinnerer
Punktvon M, wenn es eire > 0 gibt mitU.(x) € M. Eine MengeM heif3toffen, wenn jeder
Punkt vonM innerer Punkt ist. v

Beispiel I. 1. 2. SeiE Menge mit diskreter Metrik, dann is8fl = {x} offen, denn

U%(X)={X}QM V4
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Definition 1. 1. 5 (Konvergenz) Eine Folge kn)nen Mit X, € E konvergiertwenn es eirx € E
gibt mit limp_. d(Xn, X) = 0. x heil3t Grenzwert oder Limes. V]

Definition 1. 1. 6 (abgeschlossen)Eine MengeM C heildstabgeschlosserwenn fir alle kon-
vergenten Folgen von Elementen adglie Grenzelemente z2M geliren. V]

Satz I. 1. 7. Jede konvergente Folge eines metrischen Raumes besitzt nur einen Grenzwert.
Beweis: Seienx, X' € E Grenzwerte der Folgexf). Wir zeigen:x = X'.

0 < d(x, X) < d(X Xn) + d(%n, X') = d(Xp, X) + d(Xn, X)
0<d(xX) < r!im d(Xn, X) + d(Xn, X) =0+0

= X=X /

Definition 1. 1. 8 (Cauchyfolge) Eine Folge &) aus E, d) hei3itCauchyfolgewenn zu jedem
& > 0 einn, existiert mitd(X,, Xm) < € Yn,m > n,. v,

Satz |. 1. 9. Jede konvergente Folge ist Cauchyfolge.

Beispiel I. 1. 3.Nicht jede Cauchyfolge konvergiert: Sgi= {%, n e N}. (%) ist Cauchyfolge,

konvergiert jedoch nicht. v

Definition 1. 1. 10 (vollstandig). (E, d) heil3tvollstandig,wenn jede Cauchyfolge ik konver-
giert. v

Bemerkung I. 1. 4Fir vollstandige metrische &ime gilt das Cauchy’sche Konvergenzkriteri-
um.

Beispiel I.1.5.SeienE; = R, E; = [0,1], E3 = ]0,1][, E4 = Q, d(X, ) = [X—y|. Ey und E>
sind vollstindig,E — 3 undE4 nicht. V4

Definition I. 1. 11 (kompakt) Eine TeilmengeM eines metrischen Raumé&sheif3tkompakt,
wenn jede &eneUberdeckung vomM eine endliche Teilberdeckung besitzt. V]

Satz I.1.12. Fur M ¢ E sindaquivalent:
(i) M kompakt
(i) VY (xn) in M existiert eine inM konvergente Teilfolge
Definition I. 1. 13 (Teilraum). Sei (€, d) metrischer Raum. Es s&; € E undd; = dlg;xg;,

dann istE; metrischer RaunE; heil3tTeilraum.

Satz I. 1. 14(Vervollséndigung). Sei (E, d) metrischer Raum. Dann existiert ein vofistliger
metrischer RaumHy, dg) derart, daRE, d) ein Teilraum von Egp, dg) ist. Man kann auch errei-
chen, dalEg der Abschlul? vork im RaumE ist.

Satz I. 1. 15. Sei (E, d) metrischer RaumM C E.



2. Banachrdume

() M kompakt= M abgeschlossen und besg&hkt

(i) M kompakt,M; C M abgeschlosses M; kompakt
Bemerkung I. 1. 6 Abgeschlossene und besghkte Mengen sind i. a. nicht kompakt.
Satz 1.1.16. SeiE = R", M C E. DannM kompakt < M abgeschlossen und besg&hkt.

Definition 1. 1. 17 (dicht). SeiM c E. M heiRtdichtin E genau dann, wenkl = E, d. h.

¥YXxe EVe>03dye Mmitd(x,y) < e. V)

Beispiel I.1.7.E = R, d(X,y) = [x—y|, QistdichtinR. v

2. Banachr &ume

a. Definitionen

Im folgenden seK € {R, C}, E sei VektorrauniberK.

Definition 1. 2. 1 (Norm). EineNormauf E ist eine Abbildungd|-|| : E — R mit
M IXl=0¥Y¥xe Eund||x|]=0 < x=0
@ii) NIAaxI =11l YA e K, xe E

(iii) 11X+ yll < [IX[ + lyll ¥x,y € E v

Definition I. 2. 2 (normierter linearer Raum) Ein normierter linearer Raunist ein Vektor
raum versehen mit Nori|. Q0

Satz I. 2. 3. E sei normierter linearer Raurd(x, y) := ||[X—y|| X,y € E, dann istd Metrik und
(E, d) ein metrischer Raum.

Beweis:

d(X,y) = lIx=yll = [-1ly — x| = d(y, X)
dx,2 =lIx=2l=lIx=y) + =2 < lIXx=yll + lly — 2| = d(X, y) + d(y, 2) /

Definition I. 2. 4 (Banachraum) Ein vollstandiger normierter linearer Raum heiBanach:
raum. 0
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b. Beispiele
Beispiel 1.2. 1.E = R", K = R oderE = C", K = C. FUr x = (X, ..., X,) € E. Definiere

n % n
2
Xl = | ) I Xl = Il X3 = max x|
i1 i1 (L.}

,,,,,

sind Normen, E, ||-|l;) sind Banact&ume. v

Beispiel I. 2. 2. X sei kompakter metrischer Raum (z.IB= X = [0, 1]). E = C(X), der Vektor-
raum aller komplexwertigen stetigen Funktionen Zufur f € E sei

If1l = supl f(x)].
XeX
Il ist Norm, @&, ||-||) ist ein Banachraum. v

Beispiel I. 2. 3.E = C"[a, b] sei Vektorraum allen-mal stetig diferenzierbaren komplexwerti-
gen Funktionen ayfa, b]. Dabei seiera, b e R, a < b. Fur f € E sei

1]l := max sup |f®(x)],
k=0....n xe[a,b]

wobei fO(x) = f(x). (E, ||| ist ein Banachraum. v

c. LP-Raume

Es sei K, A, 1) ein MaBraum, er sei vollahdig, d. h. wentN € A, M € N, u(N) = 0= M € A.
Seip € [1, oo[. Dann seiLP(X, u) die Menge der komplexwertiggrmeRbaren Funktionen auf
1

X, wobei| f (x)|P u-integrierbar ist. Br f € LP(X, ) seillfll, := ([ 1T ()P du)®.
L2(X, u) sei die Menge der komplexwertigen mef3baren Funktiohauof X, sodafdc > 0 :
|f(X)| < cu-fastiberall. Far f € £2°(X, i) definieren wir

Ifllee == inf  sup [f(X)I.
#’(\‘,\T)Z(OXEX\N

N, sei der Vektorraum aller me3baren Funktioners C, dieu-fastiberall Null sind:
Ny={feLPXpu) | f(x)=0YxeAVAeA: u(A) >0}.
Esqilt|ifll, =0 < feN,furpe[l, ool

Satz I. 2. 5(HoLpEr-, Mmnkowski-Ungleichungen) (i) Seip € ]1,00[. Seiq € ]1, co[ mit

1,1_ e
5+c—1_1' Dann qilt:

Ifglly <IIfllyliglly; (HoLper-Ungleichung)
(i)
If+gllp <lIfll,+llgll, Ype[leo] Mmkowski-Ungleichung

Dabei sindf, g me3bare Funktionen.



2. Banachrdume

Aus (i) folgt: LP(X,u), p € [1, oo] ist ein Vektorraumi|-||, ist i. a. keine Norm aufZP(X, ),
denn||f|l, = 0Vf € N,,. Daher definieren wir auP(X, u), p € [1, e]:

frg:e= f-geN, (d.h.f=gu-fastiberall)

~ ist eineAquivalenzrelation. Die Menge déwquivalenzklassenf] = f + A, bezeichnen wir
mit LP(X, u). Fur [f], [g] € LP(X, u) definieren wir:

[f]+1[g] =[f +4] A[f] = [af] ICFlp = N1l

Damit wird LP(X, x) dann ein VektorrauniberK. ||-||, ist Norm, denn sei

O=1[flllp = (fxlf(X)Ip du)p (p< ) = f(X) =0pu-fastiberall,

alsof € N, [f] = 0. Damit istLP(X, 1) normierter linearer Raunuf alle p € [1, co] (fur |-l
rechnet man ganz analog).

Satz I. 2. 6(von Risz-Fiscuer). (LP(X, u), ||-ll,) ist vollstandig, also Banachraum.

Die Konvergenz im RaumL@, [|-[|), p € [1, o[ heil3t

1
- - - p

1 (1) = fim 15 1l = m ( [ 1609~ £09P d)” =0
Spezialfall:(P(N), p € [1, »]. SeiX = N, A = P(N), u sei das Ahimal3.

ff(x)d,u(x):an, f=g & f,=ga¥neN
X

nex

LP(X, ) = LP(X, ) =: £P(N) = { (fo)ner | ey Il < o0 }. Dann definieren wir

1
© P
||f||p=(2|fn|p] Vp e [L, o
n=1

Fur p = oo ist £°(N) = { (fy) | SURenr | Tl < 00 }und||fll,, = Supey | fnl. Beispielsweise gilt
(3) e P) fir p> 1,() ¢ £2(1V).

d. Aquivalenz von Normen

Es seien|-||; und||-||» Normen auf dem Vektorrauis.

Definition 1. 2. 7 (aquivalent) Die Normen||-||; und||-||, heiRenaquivalentgenau dann, wenn
dc; > 0 undc, > 0 mit

IXIp<culixlz  und iIXllp <cliXlly  ¥XeE v

Satz I. 2. 8. Zwei Normen sindaquivalent < VY (Xn)nenw @usE gilt

im I, =0 < lim [X4ll» = O.
n—oo nN—oco
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Aquivalente Normen auf Vektorrau® haben die gleichen Konvergenzbetgi

Satz1.2.9. Es seienE = R", K = R oderE = C" K = C. Dann sind alle Normen alg
aquivalent.

Beweis: Sei{ey, ..., e,} Basis des Vektorraumds, ¥x € EJdx; € K: X = X161 + - -+ + Xn€n.
Fir ein derartigex sei||x|l; = X;_; Ixd/, damit ist dann|-|l; Norm aufE. Sei||-|| eine beliebige
andere Norm auE. Dann gilt

IX|I = lIX1€1 + - - - + Xn€nll < [[X1€1]] + - - + [[Xn&hll
= [xal lle1ll + - - + [Xal l|€l]

< (IXal + -+ + IXal) max flel = cllxllz -

BetrachteS = { xe E | ||X|l; = 1}. S ist abgeschlossen und besahkt, also kompaki|x|| ist
stetige Funktion au$, hat Minimum aufS. Seim = ||xg|| mit xg € S. Warem=0 = xp =0,
aber||xglly # 0. Alsom > 0.

X X
I = anu IR ]— > milxl;
L Xl IR !
———
eS
Also ||X|l; < L |IX| VX # 0. Fur x = 0 ist die Ungleichung trivial. /

3. Hilbertr &ume

Definition I. 3. 1 (Skalarprodukt) SeiK e {R,C}. Sei weiterE ein VektorraumiberK. Ein
Skalarprodukiauf E ist eine Abbildung- |-): E x E — K mit

(1) (Aaxe+Xly) = A (X ly) + (X ly) VAL € K, X, %o,y € E
(i) Xly) =WIx)VxyecE

(i) Rax|x)=0V¥xeE, X|x)=0 = x=0. 0

Definition 1. 3. 2 (unitdrer Raum) Ein unitarer Raum(Pra-Hilbertraum) ist ein Vektorraurg
UberK versehen mit Skalarprodukt] -). v,

Bemerkung I. 3. LAus den Eigenschaften des Skalarprodukts folgt die Antilingant der
zweiten Komponente.

Satz |. 3. 3(Caucny-Scawarz'sche Ungleichung) (E, (:|-)) sei ein uniairer Raum. Dann gilt

KXIg)2 < (XI%) - (yly) VxyeE.




Beweis: Seil € K. Dann;

0 < (X+ Ay | X+ Ay) = (X X) + AX[y) + X y) + A2y | y)

(XIDP  KXIE | kx|
Wly) Wly) Wly)

= (X[ %) -

¢

3. Hilbertrdume

mit A = -4 falls y # 0. Firy = 0 ist die Behauptung trivial, /
Sei nun||X|| == V{X| X).
Satz 1.3. 4. ||-|| ist eine Norm aut.
Beweis: (Zeigen nur Dreiecksungleichung)
X+ ylI> = X+ y | X+ y) = (XX + (X[ y) + (X y) + Y | )
< 1P+ 2104 llgll + Ngll = (X1 + Nyl /
Definition 1. 3.5 (Hilbertraum). Ein volls@&ndiger uniarer Raum heif3ilbertraum. 0

Beispiele 1.3.2. (i) K€ {R,C}, E=K", x=(X1,...,%) € E.

Xly) = D" Xk
k=1

(-]+) ist Skalarprodukt und die assoziierte Norm ist die euklidische NoBm|-|() ist

vollstandig, also Hilbertraum.

(i) SeiK = C, (X, A, u) vollstandiger MalRraum. Es gilff gl|; < |/f|l» llgll, nach der klderschen

Ungleichung. Er f,g € L?(X, u) sei

(Flg) = fx (9900 du(¥)

Dies existiert, weil[ | f(X)g(X)| du < o nach obeniir f,g € L3(X, ). (|-} ist ein Skalar-

produkt aufL2(X, u). Wir definieren eine Norm

m=«un{£mﬁm¥

Dies ist dieL2-Norm, undL?(X, u) ist ein Hilbertraum.

(iiiy Fur den Hilbertschen FolgenraufA(N) definieren wir(f |g) == 3> 1 fngn. v
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a. Norm und Skalarprodukt

Sei E,(-]-)) ein unifarer Raum. Dann igiX|| = V(x| x) eine Norm. Sei nui}-||; eine Norm auf
einem Vektorraunk. Gibt es ein Skalarprodukt|-); mit [[X|l; = +/{X| X); ¥X € E.
Sei(-|-) ein Skalarprodukt aut. Fir K = R gilt

A4(xX|y) = lIx+yll* = lIx - yl? (3.1)
FurK = Cgilt
AX|y) = X+ ylI? = IX=yll> +ilIx+iyl> —i|x—iyl> (Polarisationsgl.) (3.2)

Beweis (fUK = R):

X+ ylIZ = X = yll* = (X+ y| X+ y) = (X—y| X — 1)
= (XX + {X[y) + Y Xy + <y y) — XX+ X y) + Y [X) — Wy
= 4(X|y) /
Satz |. 3. 6(Parallelogrammidenti&t). Sei||-|| eine Norm auf dem Vektorraurd. Es gibt ein
Skalarprodukt- |-y auf E mit ||x|| = V{X|X) Yx € E genau dann, wenn
X+ ylI2 + IX = ylI? = 201X + IWll®)  ¥x,y € E(Parallelogrammid.) (3.3)

Ist dies ertillt, so ist das Skalarprodukt|-) durch||-|| eindeutig bestimmt und durciB.@) fur
K =R und 3.2 fur K = C gegeben.

Beweis (Idee):,=": Sei (-|-) Skalarprodukt mit|x|| = V(x| X). Wir verifizieren:
X+ ylZ + X = ylI* = X+ g1 X+ y) + (X=y | X = y)
= (XX + X[y + <y [X) + Y y) + XX+ Y ly) = (X y) =<y %)
= 2(X|X) + 2¢y | y)
= 201X + Ily!I?)
.<": Sei (3.3 erfullt. Definiere(- | -) durch @.1) bzw. (3.2). Dann haben wir

1 . . , ,
(I = 7 (Ix+ 9l = X =yl + T Ix+ igl? T lx = iyl?) - VxyeE

Zu zeigen:
X1+ X2 ly) = X ly) + (X2l y) (3.4)
(AX|y) = X y) (3.5)
(3.4) folgt mit (3.3). /

Beispiel 1.3.3.SeiE = C([0,1]), |If]| = SURe[0,1] [T (). |-l kommt von keinem Skalarprodukt,
denn mitf = 1, g(t) = tfolgt ||f|| = llgll = 1,If +gll = 2,]|If — gl = 1, also

If + gl +1If = gli* = 5% 4= 2|IfI” + 2911 v
Definition 1. 3. 7 (orthogonal). Seienx,y € E. x undy heiRenorthogonal: < (x|y) =0, in

Zeichenx L y. Zwei TeilmengerM, N C E heiRerorthogonal: < (x|y) =0Vxe M,y € N,
in Zeichen:M L N. V]



4. Sitze von Riesz

4. Satze von R IEsz
20.10.05

a. Definitionen

Definition 1. 4. 1 (orthogonale direkte Summe)Es seienk, {-|-)1) und Eo, (- | -)2) Hilbertraume.
Die orthogonale direkte Sumnist die MengeE = E; + E; (direkte Summe) der Hilbedume
E1, E> mit

={(X1, %) | X1 € E;,x2 € E2}.

Wir definieren das Skalarprodukt:
(%1, %2) | (y1, 2)) = (Xaly)g + (X2ly2),  VX1,y1 € E1, Xo,y2 € Ea.
Fur die zugebrige Norm gilt
(¢ X1 = ((xa, X2) | (%0, X2)) = [IXallf + l1%ll3 v
Damit istE auch vollséndig und E, (- | -)) ein Hilbertraum.

Definition 1. 4. 2 (isometrischer Isomorphismus)Ein isometrischer Isomorphismesnes Hil-
bertraumsE;, (-|-)1) und eines Hilbertraumdb, (- | -)2) ist eine bijektive lineare Abbildung

I: E1— E»
mit
A2 =Xly)y VXyeEr V]

Sei E wie oben orthogonale Summe vé& und E,. SeienEy = { (x1,0) | X1 € By }undE, =
{(0,%2) | X2 € E2}. E; undE> sind lineare Teilaume vorE. Sie sind beide in der Norm von
E abgeschlossen, denn

(X1, Ol = [Ixally  und [I(0, X2)II = lIx2llz

Definition 1. 4. 3 (Unterraum). Ein abgeschlossener linearer Teilraum eines Hilbertraums heif3t
Unterraum.Jeder Unterraum eines Hilbertraums ist selbst ein Hilbertraum (mit dem induzierten
Skalarprodukt). 0

Wir deflnlerenll(x 0) = x, 12(0,y) = y. Man zeigt:l4 ist ein isometrischer Isomorphlsmus von
E, aufEy. Es gilt E; L Ey, denn((x 0)| (0,y)) = (x| 0)y + (O] y),. AulRerdem glIlE Ey + Ey,
denn & y) = (x,0)+ (y,0) undE1 N E, = {(0, 0)}. Nun identifizieren witE; mit E; und erhalten
Ei1 L Ey, E=E;+Es.

Definition 1. 4. 4 (direkte orthogonale Summe)Der HilbertraumE heif3t danndirekte ortho-
gonale Summeer HilbertdumeE; undE,, in Zeichen:

E=Ei1oE,. Q

Beispiele 1.4.1. (i) E; =C", E; = C™, dannistE; @ E; = C™™,

(i) E1=L?[a b], E> = L?[b,c] mit Lebesgue-MaR, dann iEy ® E» = L?[a, c]. v
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Dieses Konzept der endlichen orthogonalen Sumémnkn wir auf eine al@hlbar unendliche
Summe ausdehnen, indem wir setzen

E= { (Xikenr

%€ ExVk e, Z||xk||§<oo}
k=1

Aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgtist ein Vektorraum mit Addition Xi) +

() = (% + y) und A(X) = (Ax). Wir setzen nur(X) | (yk)) = X21 (X |y Diese Reihe
konvergiert, denn

DK%l gl < D Ikl i
k=1 k=1

1
[o) 2 (o)
< {Z ||xk||§) [Z ||yk||§]
k=1 k=1
Man zeigt leichty- | - ist ein Skalarprodukt und, {: | -)) ist ein Hilbertraum, und wir schreiben
E= @keN Ex.

Definition 1. 4.5 (orthogonaler Unterraum) Es seiE; ein Unterraum des Hilbertraumés
Dann ist

1
2

Ef ={ycE | XxLyVxeE}

derorthogonale Unterraurmvon E;. V]

b. Erster Satz von R IEsz

Lemmal.4.6. M sei eine abgeschlossene, konvexe und nichtleere Teilmenge des Hilbertraums
E. Es seix € E undp(x) := inf,em [IX - yll. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Element
X1 € M mit p(X) = ||X2 — X]|.

Beweis: Wir wahlen eine Folgey() mit y, € M derart, daf}ix — ynl| — p(X). Zu zeigeny, —
X1.

Behauptung:(yn) ist Cauchyfolge.

Beweis:

yn = ymll® = llyn — X + X = yl[?
2

Ynty
:2||yn—X||2+2||X—ym||2—||2X—yn—ym||2—4Hx— nt v

< 2l =ynll® + 21X = yall* = 40(9* | lim lim_

0 = 20(x)? + 20(X)? — 4p(x)? /

Da E Hilbertraum ist, konvergierty) in E, alsoy, — x;. Day, € M und M abgeschlossen,
folgt x; € M. Nun gilt im0 [IX = ynll = [IX = liMpse ynll = [|X = X1]| = p(X).

10
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Zur Eindeutigkeit: Angenommerxy, x; € M erfullen die Forderung(x) = [[X— x|l =
|[x= x|, dann:

0< [[xa - x* =[x = x+ x = x|
2

= 2 0+ 2l P x4 -
= 20(X)? + 20(X)? = 4p(X)? = 0
= “Xl - X’1|| =0 = x4= X;l //

Satz |. 4. 7(Erster Satz vorRiesz). SeiE; ein Unterraum vork. Weiter sei
Ef={X€E | X LyVYyeEp}.

Dann folgt:
Ei:®Ef =E

Beweis: Seix € E. SetzeM = E;. Seix; € E; mit p(X) = |[X— X1|| nachLemma I. 4. 6 Dann

[IX = X1]| = p(X) < ||X = X1 + ty|| fUry € E;,t € R. NachUbungsaufgabe folgk—x1 L yVy € Ey,

alsox—x; € Ef. Seixp = x—x1. Dannx = x; + X2 € E1 + Ef. Es giltE; L E nach Definition.
AlsoE = E; ® E7.

Eindeutigkeit: Sek = x; + X2 = X| + X, mit x1, X; € E; undxp, X, € E;. Dann:

X1=X|=X—X = <x1—x’1|x’2—x2>:0
€Ey €Ef

Nach den Axiomen des Skalarprodukts fakgt- x; = 0, damitx; = x; und damitx; = x,. /

Definition 1. 4. 8 (Projektion). Seix = x; + Xo mit X, € E; undx, € Ef = E,. P1X = Xq,
P,x = xp. Die P; heiRenProjektionvon x auf E;. v

Bemerkung I. 4. 2|[XI[ = (X1 + X2 | X1 + X2) = (Xg | X1} + (X2 | %2) = [IXall? + [IX2ll?.

11
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c. Zweiter Satz von R IEsz

Definition 1. 4. 9 (lineares Funktional). SeiE ein Vektorraum. Eifdineares Funktionabhuf E

ist eine AbbildungF: E —» K mit F(AX+ y) = AF(X) + F(y) YA € K, X,y € E.

Q

Definition 1. 4. 10 (stetig) Es sei E, ||-|[) ein normierter linearer Raum. Ein lineares Funktig

F auf E heil3tstetig,wenn aus<, — xin (E, ||-||) stetsF(x,) — F(X) folgt.

Q

E’ sei die Menge aller stetigen linearen Funktionale BuFur F1,F, € E’, A1 € K definieren

wir
(Fl + Fz)(X) = Fl(X) + FQ(X), (/lFl)(X) = /lFl(X) Vx € E.

Man zeigt leicht:F1 + F» € E" undAF1 € E’. Also istE’ auch ein Vektorrauniberk.
Sei nun E,(-]-)) ein Hilbertraum. Sei € E. Wir definierenF,(x) := (x|y) Vx € E. F, ist
ein lineares Funktional. Aug, — xfolgt (x,|y) — (x|y), also istF, stetig, alsd~, € E’. Nun

nal

fragen wir uns: Sind alle stetigen linearen FunktionaleEaubn dieser Gestalt? Ja, nach dem

Satz I. 4. 11(Zweiter Satz vorRiesz). Zu jedem stetigen linearen Funktioralauf dem Hil

bertraum E, (- | -)) existiert ein eindeutig bestimmtgss Emit F = F,, d. h.

F(X) = F,(X) =(X|ly) VxeE.

Beweis: SeiE; = N(F) = {xe E | F(X) = 0}. DaF linear ist, istN(F) ein linearer Teilraum.

DaF stetig ist, istN(F) abgeschlossen (denn sgi— X, x, € N(F), dannF(x,) =
0, alsox € N(F)). Also istE; ein Unterraum vork. NachSatz |. 4. 7gilt: E = E; @ Ef. Nun

unterscheiden wir zwei#le:

() Ef={0) > E=E1=N(F) = F(X)=0¥xeE = F(X) = (x|0).

(i) Ey #{0}. Seiu e E, u# 0. Dann giltF(u) # 0, denn sonst &reu € E;. Dann:

F(x—ﬁ) F(X ()F()

F(u) ~ F(u)
=> X- E;UEN(F) ¥xeE
F(x) F(X)
<X—%U|v> <X|U>—m<u|u>
eE; Ei
_ AX]u)
= FX= (u|u>F(u)
_ F(U)
(U|U>

alsoF = F, mit dieseny,.

12
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5. Orthonormalsysteme und Fourierentwicklung im Hilbertraum

Bemerkung |. 4. 3.
y (g Fy, /ly (d F;‘l/’ Fy+z = Fy + FZ

SeiE™ der VektorraunmiiberK mit folgenden Operationen auf der Menge

X+y=X+y, AX = AX
—_—— —— S~ =
in E* inE in E* inE

Dann ist die Abbildunge" > y — f, € E’ eine Bijektion vonE* aufE’.
Anwendungen: SeE = L2(X,u): E = {Fg(f) = [ (g du, Vf.g € E}, Spezialfall:
E=0N):E ={Fy(x) = X2, X VX y € 2N) ). INE € {R",C"}:

FO) = Fy(0 = > X
k=1

5. Orthonormalsysteme und Fourierentwicklung im Hilbertraum

Motivation: SeiE = R". Sei{ey, ..., e,} eine Orthonormalbasis, z.B.= (0,...,0,1,0,...,0).
i-te Stelle
Dann haben wir

X=X+ -+ Xn€& VYX=(Xg,...,%)€E
IXIP =+ + %G
(X|y) = Xay1 + -+ + Xayn

Wir suchen nun nach analogen ResultatarHilbertraume.

a. Orthonormalsysteme

Definition I. 5. 1 (Orthogonal-, Orthonormalsystem)Ein Systentx;, i € 1} von Vektorenx; €
E heiBtOrthogonalsystem <= (x|xj) = 0Vi, j € I, i # j undOrthonormalsystem (NO$),
wenn es ein Orthogonalsystem ist upg| x;) = 1 Vi € | gilt. v

Far NOS gilt auchi|x|| = 1 Vi €|
Beispiele I.5.1. (i) E = KZ(N), e=(0,...,0,1,0,...) Vi e N. {g} ist ein NOS.

i-te Stelle

(i) E = L2[-mxa], (flg) = [7 f(x)g(x)dx Dann ist{1,sinnx cosnx n € N} ein Orthogo-
nalsystem, denn z. B.

T
{sinnx| cosmx}:f sinnxcosmx dx
/4

1 (" n+m n-m
== cos 5 X + COS 5 xdx

2 )
=0 Yn#m
- : ; : .1 sinnx cosnx
Das lonnen wir zu einem NOS normlere{\.\/—Z, = neN } v

13
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Lemma I. 5. 2 (Satz des Pythagorasks sei{x, ..., X,} ein Orthogonalsystem. Dann gilt
lIxg + -+ Xall? = xall® + - + xall?
Beweis:

IXe+ e+ XllP = (X o+ X [ Xa e Xn)

= ) {x1x) Zwm

J=1

11112 /

M:

1]
=

Satz |.5. 3. Es sei{xn, n € N} ein Orthogonalsystem. Dann konvergigiT ; xn im Hilbertraum
(E,{-1-)) genau dann, wenp, > ; 11%1[2 konvergiert.

Beweis: SeienSp = Y1, X, Sn = 2h_, lII?. Dann folgt nach Pythagoras:

2 2 2
ISnem — Sn” = |[Xnem + - -+ Xneall® = [ Xnamll® + -+ + [ Xnaall
= Sn+m Sn

DaS,.m > S, ist (Sn) eine Cauchyfolge im Hilbertraun&((- | -}) genau dann, wenrg() eine
Cauchyfolge iR ist. DaE undR vollstandig sind, folgt die Behauptung. /

b. Fourierentwicklung von Elementen im Hilbertraum

Es sei{ey, n € N} ein NOS im HilbertraumE, ¢: | -)).

Definition 1. 5. 4 (Fourierkoeffizient). Fur x € E heil3t(x|e,) der Fourierkogfizient von x
beziglich e,. V]

Beispiel I. 5. 2.{ SINDX  COSNX 1y ¢ N} im HilbertraumL? [-n, ]. Seif € L?[-nx, 7).

1
AR AR
<f|—> ff(x)dx

<f|SIT/EX> f f(x) sinnxdx

<f | Cojfx> f £(x) cosnx dx

sind die gewhnlichen Fourierko@izienten. v

Satz I. 5. 5(Besselsche Ungleichung)Es sei{xn}nen €in NOS und es s€ix| x,) dern-te Fous-
rierkodfizient bzgl. dem NOS.

DX < X2 Vx e E
k=1

14




5. Orthonormalsysteme und Fourierentwicklung im Hilbertraum

Beweis: Sein € N undy, = x— Y1_; (X| X&) X. Dannisttirm=1,...,n:

n

1 Xam) = (X1 Xm) = > (X1 %) (e Xen) = O

k=1
Also ist{yn, (X| X1) X1, ...,{X| Xn) Xn} €in Orthogonalsystem. Na¢clemma I. 5. 2Zgilt:
2
X[ =

n
o+ ) (X1 X0 X
k=1

> > KXDP

k=1

n
= llgnl + D~ X1 %0 Xl
k=1

Die Folge der Partialsummen ist besahkt, also konvergiert die Reihe. /
Korollar I.5. 6. Die Reihe};” ; (X| Xn) X, konvergiert im Hilbertraumk, (- | -)) fur allex € E.

Beweis: NachSatz |. 5. &konvergierty ™, [(X| Xn) Xall> = 25 1 [(X]| Xn)I?. Daf{X| Xn) Xn, N € N}
ein Orthogonalsystem ist, folgt nfitatz |. 5. 3die Konvergenz der Reihg;’ ; (X| Xn) Xn. /

Definition I.5. 7 (Fourierreihe). Sei {x;,n € N} ein NOS im HilbertraumE. Die Reihe
Yimeq (X] Xn) Xn heil3tFourierreinedes Elementes € E. V)

Definition 1. 5. 8 (vollstandig). Ein NOS hei3wvollstandigoderVNOSoderOrthonormalbasis,
wenn

VxeE: x:Z(xlxn)xn.
n=1

Satz I.5. 9. Fur ein NOS{xn, n € N} im HilbertraumE sindaquivalent:
(1) x= 2721 {XIX) X ¥X € E, d. h. die Fourierreihe vor konvergiert gegem.
(i) Aus{(z|x,) =0V¥ne Nflrze Efolgt z= 0 ({x,} ist ein maximales NOS).

(i) 1% = Dimeg KX X)? Vx € E, d. h. in BesseL’scher Ungleichung%atz I. 5. 5 gilt Gleich-
heit fur alle x)

(iv) (Xly) = 251 {XI %) (Xnly) ¥X y € E (ParservaL'sche Vollséindigkeitsrelation)

Beweis: ()=(iv): X = Ynen {X|Xn) Xn, ¥ = Znew U | Xn) Xn. AlsO

<x|y>=<Z<x|xn>xn| Z<y|xk>xk>

neN keN

:ZZ<X|Xn><y|Xk><Xn|Xk>

neN keN =60k

= > XD WX = ) (XX ()

neN neN

15
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(iv)=>(iii) : Setzex = y.
(iii)y =(ii): Sei(z|xny = 0¥n e N. Nach(iii) mit z
127 =) Kzl =0 = z=0

neN

(i)=(i): Seixe E1, y = X nan X| %n) Xn. ZU ZeigENX = Y.

<x—g |xk>=<x|xk>—<2<x|xn>xn|xk>

neN

= (X[ X —Z<X|Xn>(Xn|Xk> = (X] X)) = {X] X

neN

Nach(ii) istz= x—y = 0, alsox = y. /

Beispiele I.5.3. (i) Es seiE = ?(IN), x, = (0,...,0,1,0,...,0) Vn € N. Sei(z|x,) =
n-te Stelle
0Vne Nundz= (z,) € E. Dann:

0=(zI%) = ) &%k =2 V0,
keN

alsoz = 0, damit ist{x,} vollstandig.

(i) {X2, X3, ...} ist nicht vollsndig, dax; L xx Yk > 1. v

c. Existenz von Orthonormalbasen in separablen Hilbertr aumen

Definition 1. 5. 10 (separabel) Ein metrischer Raum heieparabelwenn es eine al@hlbare
TeilmengeM C E gibt, die inE dicht liegt (d. h.M = E). V]

Beispiele .5.4. (i) E=R, M = Q, Q =R, also istR separabel.
(i) E=R"undE = C" sind separabel.

(i) E = A(N), M = {(r1+ iS1,r2+1isp,...) | M, Sk € Q, Dkenv Irk + is? < oo} ist abzAhl-
bare Teilmenge vok&. Wir zeigen:M ist dicht inE.

Seienx = (x,) € E unde > 0 gewahlt. DaQ dicht inR liegt, gibt es¥n € N Zahlen
M, Sn € Q Mit [Xy — (ry +iSp)| < . Dann

I = (rn + sl = Z X% — (rn + isn)|? < Z (%)2 < &2

neN neN

(iv) SeiE = L?[a,b], a < b mit Lebesgue-MaR, sei

K
M = { Z(rn +isp)X"
n=0

M ist abzhlbare Teilmenge voE. Nach dem Satz von Wrstrass gilt: M = C[X] =
Clab] = L?[a,b]. Also istL?[a, b] separabel.

', S € Q, keN}.

16



5. Orthonormalsysteme und Fourierentwicklung im Hilbertraum

(v) Auch E = L%G) mit G C R" Gebiet und mit dem Lebesgue-MaR ist separabi@l.de-
schiankteG zeigt man dagiber den Satz von Weierstraf¥ivariablen, fir unbesctinkte
G durch abahlbares approximieren.

(vi) Jedochi?(X, ) isti.a. nicht separabeX = R, u sei das ahlmaR. v

Satz I. 5. 11(Existenzkriterium) Es sei E,(-|-)) ein unendlichdimensionaler Hilbertraufs.
ist separabek—= E hat ein VNOS[X,, n € N}.

Beweis: ,<": Sei {X,,n € N} ein VNOS.M = {Eﬂzl(rkﬂsk)xk | resce Q,neN} ist
abzhlbare und dichte Teilmenge vé&n

.=": Wir wenden das @am-Scamipr’'sche Orthonormalisierungsverfahfean: Es se{0} #
M = {z,k € N} eine abahlbare und dichte Teilmenge v Es seir; € N die kleinste Zahl
mit z, # 0. Weiter seiy; = Hjﬁ damit|ly1]] = 1 und Liny1} = Lin{z,...,z,}. ES seien

Y1, ...,yk SO konstruiert, daBya,...,yx} ein NOS ist und Lity1,...,yx} = Lin{z,...,z}.
Wenn Lin(ys, ..., yk} = Lin M, so sind wir fertig.

Wenn nicht, dann gibt es emmit {zy, ..., z,, z} linear unabkngig. Sei der kleinste Index
mit dieser Eigenschaft. Ansatgi,; = Z!‘zl Aiyi + @z mit A, @ € K. Bestimmey;, a so, dal}
Yksl L y1,...,yk und|lykeall = 1. Dann ist{ys,...,yks1} €in NOS, 21 = —a(z|y;) sichert
Orthogonaliat, dann wird normiert.

Das Verfahren bricht nicht ab, da nicht endlichdimensional ist. Also haben wir ein NOS
{yn, N € N} mit Lin{yn, n € N} = Lin{z,, n € N}. Wir zeigen:{y;} ist ein VNOS. Sek € E mit
(Zlyn) = 0¥n € N. Dann folgt(z| y) = 0 Yy € Lin{yn} = Lin{z,}. Also(z|z,) = 0V¥n € N und
damit(z|x) = 0¥x € M = E. Setzex = z, dann(z|2) = 0, alsoz = 0. /

Bemerkung 1.5.5. (i) Es seien diey, k € N paarweise linear unaBhgig, dann gilry = Kk,
_|z Zn
aISO{yl,...,yn} = { m,...,m }

(i) Orthogonale Polynome: S& C R, u Borelmal® aufX, X € {[a,b],[0, o[ ,R}. u habe
keinen endlichen &ger, d. hu ist nicht Summe von endlich vielen Punktmal3En=
L2(X, ). Seiz =t k € Ng. Dann sind diez in E linear unablngig. Also existiert ein
NOS {yn, n € No} mit Lin{yo, ...,yn} = Lin{zo,...,2,} = {p € C[t] : degp < n}. Daz,
linear unabkngig folgt deg, = n.

Korollar 1.5. 12. SeiE ein separabler Hilbertraum. Werthendlichdimensional ist als Vektor-
raum, dann is isomorph zuC". WennE ein unendlichdimensional&tektorraumist, dann ist
E isomorph zu?(IN).

Beweis: Sei E unendlichdimensionakE ist separabel und unendlichdimensional, also gibt es
nachSatz I.5. 11ein VNOS{yn} von E. Da{yn} ein VNOS ist, giltx = >, (X|yn) yn VX €

E. Wir definierenF(x) = ((X|yn), N € N) fur x € E. Nach der BsseL’schen Ungleichung
(Satz 1. 5.5 gilt Xnay (X yn)? < [IXI?, also istF(X) € £2(N). F ist linear.

!Der Text soll im folgenden gmdert werden: Trennung der Beschreibung GS vom Rest des Beweises
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Wir zeigen nun:F ist surjektiv. Seia = (a,) € £2(N). Da Y ey anl? < oo konvergiert die
Reihe Y v @wyn im Hilbertraum nachKorollar [.5.6 Seix = Yoy akyk. ES ist(X|ym) =
(Znen @nynl Ym) = Xnen @n Ynlym) = am. Also:

X= ) (Xlymbyn,  FO) = (XIyn)ner = (@n) =@
neN

Seienx, y € E. Dann gilt

(FOYTF@) 2ry = (X yn)) | W lym)) 2oy = Z Xlyn) Y lyn) = (X y)g (5.1)

neN

nach RrsevaL'scher \ollsandigkeitsrelation. Also e#it F das Skalarprodukt. Wir zeigen nun
noch, dafl¥ injektiv ist: SeiF(x) = 0. Nach 6.1 gilt: (F(X)|F(x)) = (X|x) = 0, alsox = 0.
Daher istF ein Isomorphismus voE auf £2(N). /

Bemerkung . 5. 6 Jeder der folgenden Hilbeéume ist also isomorph Z8(N): L2 [a, b], L%(G)
mit G Gebiet inR" und A-Lebesguemal.
d. Anwendung auf klassische Fourierreihen

Definition 1. 5. 13 (trigopnometrisches Polynom)Ein trigonometrisches Polynoist eine Funk-
tion der Form

k
p(x) :ao+Zansinnx+ b,cosnx keN
n=1 @

Satz I. 5. 14. Es seif (X) eine stetige Funktion a{fr, 7] mit f(-x) = f(x). Dann existiert zu
jedeme > 0 ein trigopnometrisches Polynop(x) mit |f(X) — p.(X)| < € YX € [-x, 7].

R ; 1 sinnx coshx
Korollar 1. 5. 15. Das tringonometrische NO%\/—? 00X

o e | N€ N} ist vollstandig in
L2[-n, 7).

Beweis: Sei(z|yn) = 0¥n € N. Sei{yn, n € N} trigonometrisches System. DaherZgirthogo-
nal zu allen trigonometrischen Polynomen, n&ctiz |. 5. 14auch zu den stetigen Funktionen
mit f(-x) = f(x). Alsoz L L?[-n,x], also= 0. D.h., Uir alle f € L?[-x, x] gilt:

f =

Qo sinnx cosnx
—— + ) a +b
Vo %; NV /

e. Andere Aussagen Uber Konvergenz von klassischen Fourierreihen

() Kormocorov (1911): Es gibt Funktioneti € L[-x, 7] derart, daR die Fourierreihe fast
Uberall konvergiert auf—r, 7.

(i) Carieson (1962):Vf € L?[-x, 7] konvergiert die Fourierreine fadberall gegerf (x).

(i) Kanane (1970): Zu jeder Lebesgue-NullmendkeC [-x, 7] existiert eine Funktiorf e
L2[-n, ] derart, daR die Fourierreihe vdrfur f(x) ¥x € N nicht konvergiert.
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(iv)

v)

(vi)

(vii)

5. Orthonormalsysteme und Fourierentwicklung im Hilbertraum

f(X) sei stetig diferenzierbar auf-r, 7] und f(-n) = f(x), f’(-x) = f’(x). Dann kon-
vergiert die Fourierreihe voii(x) gleichmaRig auf[—r, 7] gegenf(x). Die Fourierreihe
konvergiert auch absolut. Beweisiddestetig diferenzierbar, alsa, ~ % mit (c,) € £2.

Seif € L*[-m,n], to € |-, n[. Es gelte[” w| dx < oo, wobei f periodisch
mit Periode z fortgesetzt wird. Dann konvergiert die Fourierreihe vidi) im Punktty
gegenf (tp).

LokalisationsprinzipEs seienf,g € L1[-x, 7], to € ]-n, 7 unde > 0. Es geltef(t) =

g(t) Yt € Jtg — &,t9 + g[N[—n, 7]. Dann gilt: Die Folge der Partialsummen der Fourierreihe
von f konvergiert inty genau dann, wenn die Folge der Partialsummen der Fourierreihe
vong in to konvergiert.

Seif(x) € CO[~m, x] mit f(-x) = f(x).

sinkx coskx)

l n
So(f) = ag—— b
(f) ao_zﬂ+k:1(akﬁ+kﬁ

sein-te Partialsumme der Fourierreihe vé(x). Seioy(f) = 2450 h ¢ N, pie

Folge @) konvergiert dann gleichéfdig aufi—n, 7] gegenf (x) (Satz von Eier).
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Kapitel Il.

Grundprinzipien der Funktionalanalysis

1. Das Baire’'sche Kategorietheorem

Im folgenden seik, d) ein metrischer Raum.

Definition I1. 1. 1 (nirgendsdicht) Eine TeilmengeM C E heif3tnirgendsdichtwenn sie in
keiner Umgebung eines Punktes dicht liegt, &y € E Ve > 0 K,(Xg) £ M, wobei

Ke(Xo) = {X€E | d(x,Xp) <e&}. Vi
Definition 1. 1. 2 (1. Kategorie, 2. Kategorie)Eine TeilmengeM < E heif3t vonl. Katego-

rie, wenn M abzhlbare Vereinigung nirgendsdichter Teilmengenknd) ist. M heil3t von2.
Kategorie,wennM nicht von 1. Kategorie ist. V]

Anschaulich heif3t 1. Kategorie soviel wiklein* oder,mager”, wobei das schon viel sein kann.

Beispiel Il.1.1. (i) E = R. Einpunktige Mengen sind nirgendsdicht.= (J;”{rn} ist von
1. KategorieQ ist aber dicht irR.

(i) M= { Ilne N} ist nirgendsdicht irR, dennM = {0} U M enttalt kein Intervall. v/

Satz Il. 1. 3 (Bamre’'sches Kategorietheorem)Jeder nichtleere vollahdige metrische Raub
ist von 2. Kategorie.

Beweis: AngenommenE = [ J;2; Aj, A nirgendsdicht (als& von 1. Kategorie). Dann konstru-
ieren wir Cauchyfolge:

(i) Aqist nirgendsdichts 3x; € E mit x; ¢ Aq, d. h.3g1 €10, 1] mit Ke,(X1) N AL = 2.

(i) Az ist nirgendsdichts Az 2 Ke(x1) Y& > 0.= dxp € K, (x1) Mit xp ¢ Az = ez € |0, 3]
mit Ksz(Xz) NA =0, Ksz(Xz) - Ksl(Xl).

Fortsetzung liefertzy, € ]O, zn—l,l[ Ke, (%n) € Kg,, ; (Xn-1) undK, (Xn) N An = @.
Behauptung:(xy) ist eine Cauchyfolge voE.

Beweis: d(Xn, Xm) < d(Xn, Xn) + d(Xn, Xm) < en + en < ZN—ll + 2N—1_1 firNeN, nm>N /

20



1. Das Baire’sche Kategorietheorem

|im|"l—>oo

Da E vollstandig ist, gibt esx € E mit X, ——— x. DaE = [JA, dk € N mit x € Ax. Fir
n > Nistxy € K, (%) € Kgy(Xn). FUrn — oo: Xy — X, alsox € K, (xn) € Key_, (Xn-1). Mit
Ken s (XN—1) N Anc1 = @ YN € N, x e K, (Xn-1) N Ak, kK= N —1im Widerspruch. /

Anwendungen ll.1.2. (i) E = R, d(x,y) = [X—y|. E ist von 2. Kategorie. Inshesondee:
ist keine abahlbare Vereinigung einpunktiger Mengen, als®isticht abzhlbar.

(i) Esgibtf e C[0,1] mit f(x) nicht differenzierbariir alle x.
Wir geben ein explizites Beispiel (von M¢rsTrAsS):

f(x) = Z {11(2(} mit {y} := min(IX] + X, [X] — X)
k=0

Beweis: mit Baire'schem Kategorietheorem.

E=C[0,1], d(f,g)= sup|f(t)-g®I=IIf -4l
te[0,1]
(E, d) ist vollstandig. Sei

Mn:{fEE

dtp € [0, 1] mit sup
O<h<1

f(t0+hr)]_ f(to)‘ < n}

(wir konnenf fortsetzen aul3erhalb vd0, 1]).
Behauptung: M, ist abgeschlossen i&.

Beweis: Sei (f )ken €ine Folge audl, mit fy — f in E. Zu zeigen:f € M. Da fk €
Mp Jtg € [0, 1] mit SUFb<h<1|W| < n. Nach Satz von BrLzaNo-WEIERSTRASS
besitzt {x)ken €ine konvergente Teilfolge. O. B. d. A. s&i)(selbst konvergent. Sgj =
limy_ o tk. Seih € ]0, 1 fest gevahlt.
Fltc+ ) — Pl _ [T+ h) — filtc + M) fitic + 1) = i) | | filti) — ()
h ‘ : ‘ h h M h ‘

<edafy—f <nda fxeMy <e

<2e+n

fur k hinreichend grof3. i k — oo:
‘ f(to + h) — f(to)
h
Dae > 0 beliebig:-|<n = f e M, /

<2s+n

Behauptung: M, nirgendsdicht irkE.

Beweis: Angenommen, daR nicht, daify, 2 K.(g) firr eing € E unde > 0.
Ke(g) ={heE | |h(t) -g(®) <& Vte[0,1]}

Wahleh € K.(g) derart, dal3 alle Anstiege n sind.

Mn:{feE Supw‘sn}
O<h<1 h
alsoh ¢ M, im Widerspruch zur Annahme. /
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Kapitel 1. Grundprinzipien der Funktionalanalysis

NachSatz II. 1. 3qilt: E # [J;2; M, daMp nirgendsdicht. Sef € E mit f ¢ (J;7; M.
D. h., ware f differenzierbar irtg, dann’w| < nflreinn,|h < 1. Also ware
f € M, im Widerspruch zur Wahl voifi. Also ist f nirgends diferenzierbar. /

(i) CaroMINAS, BALAGNER, AGNION:
Es seif(x) e C®]a,b[, a b € R. Zu jedemx € ]a, b[ An, € N mit f(™(x) = 0. Dann ist
f(x) ein Polynom.

Definition 1. 1. 4 (lokalkompakt) Ein RaumE heiftlokalkompaktwenn jeder Punkkg € E
eine kompakte Umgebung hat. V]

Dazu istaquivalent: Zuxg € E existiertU.(xo) = { x€ E | d(x, Xg) < £}, sodallJ, kompakt
ist.

Satz II. 1. 5. Jeder nichtleere lokalkompakte metrische Raum ist von 2. Kategorie.

Beweis: Analog zuSatz Il. 1. 3 Ersetze \ollsindigkeit durch Kompaktheit der Umgebund.

Beispiele 11.1.3. (i) SeiK = R oderK = C. K" mit euklidischer Norm ist lokalkompakt,

dennU.(xo) = {Xxe€ E | |[x—=Xoll < &} ist abgeschlossene und besuotkte Teilmenge
vom K", also kompakt.

(i) E seiunendlich-dimensionaler HilbertratrberK. Dann istE nicht lokalkompakt.
(i) Q mit Metrik d(x, y) = |x — y| ist nicht lokalkompakt, denn
Us(X) = {xeQ | X=Xl <e}=[X-&X +£NQ
ist nicht kompakt.

(iv) M sei eine beliebige Menge mit diskreter Metrik:

1 wennx#y
0 wennx=y

d(x,y) = {
M ist lokalkompakt, demtu%(xo) = {Xp} ist trivialerweise kompakt.

(v) Ein Teilraum eines lokalkompakten Raumes ist im allgemeinen nicht lokalkompakt, siehe
Q C R. Allerdings ist jede ffene Teilmenge eines lokalkompakten Raumes lokalkompakt,
sowie jede abgeschlossene Teilmenge. v

Zusammenfassung:  Sei E ein nichtleerer, vollgtndiger oder lokalkompakter metrischer
Raum. Dann is€ von 2. Kategorie, d. h. wenk eine abahlbare Vereinigung von Teilmen-
genist,danfk e N, xg € E, ¢ > 0: My 2 K.(Xp).

2. Stetige lineare Abbildungen von normierten R~ dumen

a. Stetige und beschr ankte Abbildungen

Es seienly, ||]l1) und E>, ||-|l2) normierte lineare Rume.
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2. Stetige lineare Abbildungen von normierten Riumen

Definition 1. 2. 1 (Lineare Abbildung) Eine AbbildungT : E; — E; heil3tlinear, wenn
TAX+y) =AT(X)+T(y) VYxyeEs, 1€K.

Wir nennen lineare Abbildungen auttheare Operatoren. 0

Definition 1. 2. 2 (Stetige lineare Abbildung) Eine lineare Abbildung : E; — E heil3tste-
tig in Xo, wenn ir jede Folge Xn)new aUSE; mit limp_. X = Xo in (Eq, ||||1) stets gilt

lim TOq) =T(x0) in (B2 [ll2)-

T heil3tstetig,wennT in jedemxg € E; stetig ist. Q

Definition 1. 2. 3 (Beschiénkte Menge) Eine TeilmengeM C E eines metrischen Raumes
(E, d) heiBtbeschranktwenn es einxy € E gibt mit supg.y d(X, Xo) < co. Wenn &, ||-|) ein
normierter linearer Raum ist, dann Mtbeschankt, wenn sug,, [IX|| < . v

Definition 1. 2. 4 (Beschi@nkte lineare Abbildung) Eine lineare Abbildung : E; — E; heil3t
beschranktwennT jede besclinkte Teilmenge vonHj, ||-||l;) in eine beschinkte Teilmenge
von (Ez, |||l») abbildet. v

Lemma ll. 2.5. Fir eine lineare Abbildund : E; — E; sindaquivalent:
() T ist beschankt
(i) T(U) ist beschankt, mitU :=U1(0)={xeE1 | |Xl1 <1}
(i) T(S) ist beschankt, mitS := S1(0)={xe E1 | |Xlly =1}

b. Operatornorm

Definition Il. 2. 6 (Operatornorm) Sei T: E; — E; eine besclankte lineare Abbildung.
Dann heif3t
Tl == sup [[T(X)Il2

lIXil1<1

die Operatornormvon T. v

Lemmall.2.7. Esgilt
ITH=inf{2>0 | T2 < IKlz VxeEa}

= sup [IT(X)ll2
Il =1
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Kapitel 1. Grundprinzipien der Funktionalanalysis

Beweis: SieheUbung. /
Satz II. 2. 8. Fur jede lineare Abbildung@ : E; — E; sindaquivalent:
(i) T iststetig in einemxg € E;
(i) T ist stetig
(ii) T ist beschankt
(iv) 31 >0VYxeE1: [T < X1

Beweis: (i)=(iv) Sei 0.B.d.A.xg = 0 (mbglich, daT linear). DaT stetig ist inxg = 0 gibt es
eing > 0 mit T(Us(0)) € U1(0). Seix € Ej, x # 0. Setzey = 5@. Dann ist|lyll; = 4,
also isty € Us(0), alsoT (y) € U1(0), d. h.

T, < 1- HT(&L) <1

Xl /]|
~———
=Yy

= Tl < 6 X,
=1

(iv) < (i) Lemmall.2.7
(i)=(i) trivial
(iv)=(ii) Seixg € E1 und (x,) eine Folge mit lim_. X, = Xo.
IT(Xn) = T(X0)ll2 = IIT(Xa = Xo)ll2 < AIXn — Xolly — O,
also limy 0 T(Xn) = T(Xo). /

Wir benutzen folgende Schreibweisen:
L(E1, E») Vektorraum aller linearen Abbildungén: E; — Eo.
L(E1, E2) Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungén E; — E».
L(E1) seiL(Eq, Ey).
Satz11.2.9. (i) L(E1, Ep) ist mit|-|| ein normierter linearer Raum.

(i) Wenn €, |I-|l,) vollstandig ist, ist auchL(E1, E>), ||-|) vollstandig

In diesem Satz ist auch enthaltéjii]| ist wirklich eine Norm!

Beispiele 1I.2.1. (i) K€ {R,C}, E; = K", E; = K™ |||l1, |I-ll> seien beliebige Normen akf
bzw. E>. U sei eine (M, n)-Matrix mit Elementen au&¥. Dann definieren wir die lineare
Abbildung

To(X) == A - x.

N

In Analysis 2 zeigt maniTyllg < ( ?:1 Z?ll|aij|2)é [IXllo mit ||]lo euklidischer Norm.

Die Abbildung|[Tall, = /] ’a;j|2 heiRt Hilbert-Schmidt-Normvon Ty. Also ist Ty
beschankt. Da alle Normen au; bzw. E; aquivalent sind, isty: (E1, ['ll1) — (E2, |Ill2)
auch besclankt. Also gilt: L(Ej, Ep) = L(E1, E2). In Linearer Algebra zeigten wir: jede
lineare Abbildungg; — E; ist von der Fornily.
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2. Stetige lineare Abbildungen von normierten Riumen
(i) E1=CI[0,1] = Ep, [Il1 = Ill2 = sURepo.q I T (I K(s 1) sei stetige Funktion ayD, 1] x
[0, 1]. Wir definieren: )
(TkX)(9) = f K(s, t)x(t) dt
0

Wir zeigen:Tk : E; — E; ist ein beschankter Operator: D& (s, t)x(t) stetig in §,t) ist,
ist auchTy x(s) stetig. Es qiltTkx € E, fur x € Ej:

1
ITexX = sup f K (s tx(t) dt
s€[0,1] JO

1
< supf sup  |K(st)||x dt
0

[0,1] (st)e[0,1]x[0.1]
< IKIKE = [Tkl < [IK]|

(iii) Differentiationsoperatoren:

E1:=C>[0.1] Iflly = sup [f(t)l + sup |f'(t)
te[0,1] te[0,1]
E;:=C"[0,1] Ifll, == sup [f(t)
te[0,1]

SeiT(f)(t) = f’(t). Dann haben wir
IT()llz = sup [£'()] < NIflly
te[0,1]

Also ist T beschankt und es gil{|T|| < 1.

Hat aberE; die Norm||-||5, so gilt fur f,(t) = t": ||fall, = 1, mit T(f,) = nt"! haben wir
IT(f)ll = n, und das ist nicht besciunkt, da

IT(HI < Alfll
mitf=1f, n<a-1 Vn

ein Widerspruch ist.

(iv) FouriertransformationFir f € LY(R) definieren wir:

1 o
F(f)( :=—f s f(9)ds
(H(® o ) 9
Das Integral existiert, wei[”_|€'Sf(s)| ds= [ |f(9)| ds< oo, daf € LY(R). Es gilt
F(HO) < — foo H(S dS= — [[fllis  fr festes
< — = — 1 S
Vor Jw Voo O

also[IF(f)ll o) < \/LZ; I fllL2)- F ist eine besctémkte lineare Abbildung des Banach-

LR)i 00 2
raumsL*(R) in den Banachraurh®(R) und||F|| < o
Fur f € L?(R) kann man definieren:

1 . B i
(FF)(®) ::\/_zA'L”_‘w é@wﬁ e'sf(s)ds

25



Kapitel 1. Grundprinzipien der Funktionalanalysis

Man kann zeigenF bildet L?(R) aufL%(R) ab und es gilt:
IF(DllLowy = 11fllzw)

\/%_ﬂ[:‘[:étsf(s)d%z dt:fZ|f(t)|2 dt

1 < .
F‘lf(t):\/?ﬂ f e 'Sf(s)ds Fourier’'sche Integrationsformel

(v) Shiftoperator: Sek € £2(IN), S(X1, X2, ... ) := (0, X1, Xo, ... ). Dann gilt:
ISGIN? = 0% + %5 + %5 + ... = [IXI?

S ist also besclamkter linearer Operator uni®|| = 1. v

c. Der duale Raum

(E, |Ill) sei normierter linearer RauiiberC. SeiF = C, ||| := |X.

Definition 1l. 2. 10 (Dualer Raum) Der RaumE’ := L(E, F) heiBtdualer RaumzuE. @

Da F vollstandig ist, istE” auch vollsindig, also ein Banachraum. D.F. ist Vektorraum

aller stetigen linearen Funktionafeauf E. Die Norm vonf € E” ist||f|| = supx=1|f(X)I.
xeE

Beispiele 11.2.2. (i) E = LP(X,u), 1 < p < . Seiq € R mit Tl) + é = 1. Seig € L(X, p),
dann definieren wir

Fo(f) = fx f(Jg(x) du(x), e LP(X p)
fxlf(x)g(x)l du(x) = 1fglliaxy < IfllLepep 19llLagey <
Nach HLper'scher Ungleichung. Also existieR,(f) und
Fuhl < [ 170990391 ) < 111 gl

Also Fy € LP(X, 1) und ||Fy| < llgllaex,y- Man kann zeigenl|F,|| = llgll. JedesF e
LP(X, u)" ist von der FornF,,. Also LP(X, u)" = LI(X, p).

(i) p=1,q9= 0. (X w) seio-finiter Maliraum. Dann kann man zeigen:

LYX ) = L¥(X, )

(iii)y p=o0,q=1.Dann gilt:
L¥(X, )" 2 LY(X, ),

i.a. gilt L= (X, 1)’ o LY(X, ).
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(iv)

v)

2. Stetige lineare Abbildungen von normierten Riumen

(E, (-]+)) sei HilbertraumiberC. NachSatz I. 4. 11sind alle stetigen linearen Funktionale
von der Form

F,(X) = (X|y) xeE,yeEfest
Wir zeigen||F, || = llyll:

Beweis:

[Fy ()| = Kx1 )l < Xyl = ||Fy]| < llyll
IF, )] = lgll? < ||Fy || Iyl /

SeiE* folgender RaumE* = E als Menge, Addition irE* ist die Addition inE, skalare
Multiplikation in E* sei die Multiplikation mit dem komplex konjugierten x 1o x =
A - x, Norm vonE™ ist die Norm vonE. Dann giltAF, = Fu, fur 2 € C,y € E. Die
AbbildungE* 5 y = F, € E’ ist eine isometrische lineare Abbildung v&t auf E’.
Allgemein:E’ = E* fur jeden Hilbertraum.

SeiE = C[0, 1]. E’ ist der Raum aller komplexen Borelmal3e Eufl]. u sei ein positives
Borelmalf3 auf0, 1]. Wir definieren

F,J(f):zf Fdu(x)  fec[o,1]
[0,1]
IF @] < 111 f[o TCRLTCED

mit || ]| = SuRego.q I f (D). Also istF, € C[0, 1], ||Fy|| < w([0, 1]).

Es seien nup 234 positive Borelmafe. Wir definieren:

#(M) = pa(M) = p2(M) + i(u3(M) — ua(M)), M € B([0, 1)

u ist ein komplexes Borelmalf3, und alle lassen sich so schreiben. Wir definieren:

F,l(f)::ff(x)d,u(x)::ffdyl—ffd,u2+iffd,u3—iffd,u4

F.(f) ist dann auch im Dualraum. Alge, € C[0, 1]’. NachSatz I. 4. 1list

C[0.1)' = {F, | ukompl. Borelmaf.

Allgemein gilt: SeiX kompakter metrischer Raum.

C(X) = {Fu | ukomplexes BorelmaR v
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Kapitel 1. Grundprinzipien der Funktionalanalysis

3. Das BANAcCH-STEINHAUS-Theorem

a. Das BANACH-STEINHAUS-Theorem

Satz Il. 3. 1 (Banace-SremnHAUS). E sei Banachraum undF ein normierter linearer Raum.
{Ti,i € I} sei Familie von stetigen linearen Abbildungen ¥®nr- F. Die FamilieT; sei punkt:
weise besclimkt, d. h.
sup|ITi(X)|| =cx <o VxeE
iel

Dann ist{T;} gleichmaf3ig beschiankt, d. h.

supl[Till < eo
i€l

Bemerkung II. 3. 1sup, [ITill = SUR¢; SUR<1 ITi(XIl < o0

Beweis (vorbatz 11.3.): SeiA, = {xeE | |ITiXll<n Viel}={xeE | cx<n}. Da
alle Familien punktweise besdmwkt sind, gill ;7 ; An = E. NachSatz II. 1. 3existieremg € N,
Xg € E, £ > 0 mit

Any 2 Ke(o0)-

DaT; € L(E,F) ist A, abgeschlossen, algg, = Ay, A, 2 Ko(Xo). Seiy € E, |lyll < 1. Sei
X := Xg + ey. Dannx € K (Xo), denn||x — Xo|| = |ley|| < .

i)l = HTi (X229 < = ameon + 1micxonn
< %(no + Cy,)-
SUpITi)l = ITill < S(no + cx,) J
llyll<1 £

Zusatz: SeienE,F,{T;} wie in Satz Il.3.1 SeiE; = {x€ E | supg ITi(X)l < oo }. Dann
folgt: Entweder giltE = E; oderE; ist von 1. Kategorie.
b. Folgerungen aus B ANACH-STEINHAUS

Problem: E, F seien normierte linearedRime,T,, € L(E, F), n € N. FUr jedesx € E existiere
limn_e Tn(X) in F. Definiere:T(X) := limpe Tn(X). Dann istT eine lineare Abbildund — F.
Frage: IsfT stetig? Im allgemeinen leider nein, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel I1.3.2.SeiE = F =d = {(X1,..., X, 0...) | X € C} der Vektorraum aller finiten
Folgen. Wir definierefi(Xn)ll = SURey Xnl. Seien

Te(X1, .3 %0, 0,...) = (L X1,..., K- %, 0,...)
T(X1,..., %, 0,...) =(Xg,...,N%,0,...)
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3. Das BanacH-StreiNHAUS-Theorem

Behauptung:||Tull < k, Tk € L(E, F).

Beweis:
ITi(xa)ll = ?gfIinl < k?nglx,-i = K%l /
Behauptung:T ist nicht beschankt.
Beweis: T(0,...,0,1,0,...)=(0,...,n,0,...)
ITE)ll=n, llenl=1
= Es gibt keinc > 0 mit || T(X)|| < ¢||x|| Vx € E. /
Behauptung:lim Ti(X) = T(X) VxeE
Beweis: Seix € E. Dann existiert € N mit X, = 0¥n > r. Dann giltTg(x) = T(X) VK > r
= klmo Tk(¥) = T(x) /
v

Korollar 1I. 3. 2. Sei E Banachraumf normierter linearer RaunT,, € L(E,F), T € L(E,F).
Es gelte lim_. Th(X) = T(X) Yx € E. Dann istT stetig. Es gilf|T|| < liminf e || Thl|.

Beweis: Da limp. TnX existiert, gilt insbesondere syp., [ITh(X)|| < c ¥x € E. Nach dem
Satz von BNacH-StemNHAUS (Satz 1. 3. ) folgt: sup,q [IThll = € < co. Es gilt also

ITaGNl < ITall 11X < ClIXI,

mit n — oo folgt ||T(X)|| < c||X|| = T stetig.
Seil = liminf . [ Tnll. Dann existiert FolgeT(,) mit || Ty || — I. Es ist auch

[T OI| < [Tl 1%,
mit k — oo folgt
ITEA<TIXl = [T /
Insbesondere gilorollar 11. 3. 2 fur F = C, also wennf, € E’ und limy_ fo(X) existiert ir
alle x, dann giltE > f(x) := lim fy(X).

Korollar 1. 3. 3 (Mazur-OrLicz). E, F seien Banacl&ume.B(., -) sei eine Bilinearform auE x
F,d.h.

B(1e+f,g) = AB(g,g)+B(f,g9), B(e Ag+h) = 1B(e,g)+B(e,h) Va1 e C,Ve f e E,¥g,heF
B sei partiell stetig, d. h.
nIim B(en, f) = B(e, f) und nIim B(& f,) = B(@& f)

fur allee, — eundf,, — f, bei jeweils festerf undé
Dann istB gleichzeitig stetig, d. h. wenn lim,, &, = € lim . f, = f, dann gilt

lim B(en, fn) = B(e, ).

29



Kapitel 1. Grundprinzipien der Funktionalanalysis

Beweis: Es qilt
B(en — e f,) + B(g, fn — f) = B(en, fn) — B(e, ),
-0 -0

daher reicht es, die Behauptung &€= 0 undf = 0 zu zeigen. Sei alsb = 0.
SeiTn(X) = B(en, X), xe F. DannistT, € F’.

lim Tn(X) = lim B(en, X) = B(e, X),
n—oo n—oo

daB partiell stetig. Da ) punktweise beschnkt ist, istC := Sup,y [ Tnll < oo nach BiNaca-
Stemnaus (Satz 11. 3. ).

[B(€n, fa)l = [Tn(fr)l < [IThllll fall < cIfnll

Da f, — 0 folgt
r!im B(en, f1) = 0= B(e, 0),

d. h. Behauptung gezeidirf f = 0. Analog zeigt man dagif e = 0. /

Korollar Il. 3. 4 (Kondensationsprinzigir Singularititen) E sei Banachraunt: normierter li-
nearer Raum. Sdinm € L(E, F) firn,me N. Fur jedesn € N gebe e, € E mit

sup|[Tam(%)|| = co. (%)
meN

Dann ist die Menge
M = { xeE

sup[[TamX| = V¥ne N}
meN

eine nichtleere Menge von 2. Kategorie.

Beweis: SeiA, := { x€E | supy[[Tam() < e } Nach Zusatz irSatz II. 3. list A, entweder
E oder von 1. Kategorie. Wegen)(ist A, # E, also istA, von 1. Kategoriel J;; An ist von
1. Kategorie= M = E \ |U;_; Anist von 2. Kategorie. Insbesondere idtnichtleer, denn sonst
wareE = (J;”; A, und damit von 1. Kategorie im Widerspruch Zatz I1. 1. 3 /

4. Satze von der offenen Abbildung und vom geschlossenen
Graphen
a. Satz von der offenen Abbildung

Fur zwei MengerA und B, fur deren Elemente die Operatierdefiniert ist, bezeichnd - B =
{a—-b | aeAbeB}.

Satz Il. 4. 1 (Offene Abbildung) E, F seien Banackiume.T sei stetige lineare Abbildung von
E auf F (surjektiv). Dann isfl offen, d. h.T bildet ofene Mengen infiene Mengen ab.

Beweis: U sei dfen inE. Zu zeigen:T(U) ist offen inF. DaT linear ist, reicht es zu zeigen,
daRT(U,(0)) fur e > 0 eine Kugels(0) in F enthalt. (mitU,(0) :={x€ E | |IX| < &}).
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4. Sitze von der offenen Abbildung und vom geschlossenen Graphen

1. Schritt:  T(U,(0)) entlalt KugelUs(0) in F.

Beweis: SeiU = U (0). AuskE = 2, nU folgt F = T(E) = Unay nT(U). F ist Banachraum,
nachSatz Il. 1. 3gibtesme N, y € F,a > 0 mit

mT(U) 2 U,(y).

AusU,(0)2 U —U folgt T(U,(0)) 2 T(U) - T(V),

T(U.0))2 TU) - T(0) 2 T0) - TU) 2 ~Uals) - ~Ua(s)

=)

(dennx —y em—m, Xn=>Xyh = Xn—yn € T(U)-TU)=>x-yeTU)-TWU))
und

()= 700U = | {250 f=0

iU, (@) offen
S —
offen

offen

mitUs0 = T(U.(0))2 Us(0). /

2.Schritt  T(U.(0)) enttalt Kugel um 0 inF.

Beweis: Wahle positive Zahlem, mit },° ;ry < 5. Seirg < £/2. SeiE, = U,(0) InE, F, =

U,(0) in F. Nach dem 1. Schrifié, > O mit Fs, € T(E;,). O.B.d. A. sei lim_ dn = 0. Sei
y € Fs,=>y e T(Ey), d.h.lly—T(x)ll < 61 mit Xg € Ery. y — T(X0) € Fs, € T(Er,), d.h.
lly — T(xo0) — T(x1)ll < 62 mit xq € E;,. Fortsetzen des Verfahrens liefert Folge

(Xn) € Er,,  lly = T(X0) = -+ = T(X)ll < Onsa.

Da(lXll < rnund X7 orn < 5, 200 lI%all < 5. Also konvergiert die Reiheg + 3.7 1 X, in E,
dennE ist Banachraum, etwa gegare E. Mit Hy -7 (ZE:O xk)H < 81 haben wir

n
y_T[r!moZXk]HZHH—T)ﬂSO

k=0

0< lim
n—

f ()

Daraus folgtily — T(X)ll = 0 = y = T(X). y war beliebig aus. [IX| < X7 lI%ll < 5, also
X € Ez. Das heil3tFs, € T(Uz(0)). /

Korollar 1. 4. 2. T sei bijektive stetige lineare Abbildung eines Banachra@ihaif einen Ba-
nachraun. Dann istT ~* stetig.

Beweis: NachSatz I1. 4. 1list T offen, d. h.T(U) offen wenrlJ offen. D. h. fir T-% ist das Urbild
offener Mengen stetdien. /
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b. Satz vom abgeschlossenen Graphen

Definition 11.4.3 (Graphvon T) SeiT € L(E,F), G(T) := { (X, T(X)) | X € E} heil3tGraph
vonT. v

Definition 1. 4. 4 (Abgeschlossener Graph)Sei T € L(E, F). T heildtabgeschlossernyenn
G(T) ein abgeschlossener Teilraum viam F ist. V]

Bemerkung I1.4.1. (i) G(T) abgeschlossen heif3t: ax;s— xin E undT(X,) — y in F folgt
stets & y) € G(T), d. h.y = T(X).
(ii) T stetig= G(T) abgeschlossen, denn ays— xin E folgt T(x,) — T(X).
(i) Wennxn, — X, dannT (xn) & T(X), z. B.: T(X,) konvergiert nicht, odef (xn) — y # T(X).
Satz 11.4.5. SeiT € L(E, F). T ist abgeschlosser— ausx, —» 0inEundT(x,) > yinF
=y=0.

Beweis:,,=": Aus X, —» 0undT(x,) —» yfolgt T(0)=0=y.
" Sei X, » 0undT(X,) — y. Dannistx, — x — 0, T(X, — X) — y— T(X). Nach Kriterium
folgt y — T(X) = 0, alsoy = T(X), alsoT(x) abgeschlossen. /

Beispiel Il. 4. 2. Seia = (an) eine komplexe Folge. Séi= {(x,) | ke NVn>k x, =0}, d
ist Raum der finiten Folgefi(X)Il := X1 Xal. DefiniereTa(xn) = (anXn).
Behauptung:T;, ist abgeschlossen.

Beweis: SeixX € d mit XX — xindundT(x) — yin d. Dann folgt insbesondere lim ., X =
X, M0 Ta(X)n = liMie anXE = yn, also lim e anXk = anx,. Die Eindeutigkeit des
Grenzwertes liefera,xn = yn, d. h.Ta(X) = y. /

v

Satz Il. 4. 6 (vom abgeschlossenen Graphen, Closed Graph Theoreyei Banachraunt;
normierter linearer Raun, sei eine abgeschlossene lineare Abbildung kdn F. Dann istT
stetig.

Beweis: DaT abgeschlosseniist, I8(T) abgeschlossen iB®F. O. B. d. A. sefr auch vollsan-
dig (sonst vervollsindige)= E & F ist BanachraumG(T) als abgeschlossener Teilraum eines
Banachraums ist selbst wieder Banachraum. Wir definiBi€r T (X)) = x, Py ist lineare Ab-
bildung des Banachraun®(T) auf E. P; ist stetig: denn

P20, TOIE = 11X < IXI+ 1T (X1l
=[x T

= ||P1]| < 1. Py ist injektiv, denn wenrP1(x, T(X)) = 0 = x, dannT(x) = 0, also & T(X)) =
(0,0). NachKorollar 11. 4. 2ist Pil stetig. D. h. wenrx, — X, dann

P (%) = (%, T(Xn)) = PT(%) = (X T(X).
Insbesonderel (x,) — T(X), d. h.T ist stetig. /

Korollar 1. 4. 7. ||X|]; < c1|[Xllo = [IXl]> < C2[[Xl1.
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5. Der Satz von HARN-BANACH

5. Der Satz von H AHN-BANACH

E sei normierter linearer Raurk’ sei der Vektorraum der stetigen linearen FunktionaleEuf
Problem: Gibt esgeriigend viele" stetige lineare Funktionale d&® Z. B.: Gibt es zu jedem
x e E, x# 0,einf € EZ mit f(X) # 0? Folgt ausx; # X, dal’ es einf € E’ gibt mit
f(x1) # F(x2)?

Die Antwort ist Ja — mit dem Satz vonan-BaNacH.
a. Lemma von Z orn

Definition 11.5. 1 (Halbordnung). EineHalbordnungauf einer MengeM ist eine Relation <*
mit

(i) x<x V¥xeM

(i) x<y,y<z = x=<z YXxy,ze M

(i) X<y, ysx = X=y YXyeM
Ein maximales Elemerst einze M, sodal giltvxe M x>z= x=1z Q

Beispiel 11.5.1.SeiM = Cr(X) der Vektorraum aller reeller stetiger Funktionen auf dem me-
trischen RaumX, d). Wir definierenf < g: & f(t) < g(t) Vt € X. v

Lemmall. 5.2 (vonZorn). Wenn jede total geordnete Teilmenge Wdreine obere Schranke
besitzt, dann hat die halbgeordnete Mehyenindestens ein maximales Element.

Beweis: Ist aquivalent zum Auswahlaxiom:

X}, Xixo = dAM: M={x | xeXViel} /

b. HaHN-BANAcH-Theorem f Ur reelle Vektorr daume

Definition 11. 5. 3 (Halbnorm). E sei VektorraumiberK e {C,R}. Eine Halbnormauf E ist
eine Abbildungp: E — [0, co[ mit

) pX) =1 p(X) VYieK,xeE

(i) p(x+y) <p(x)+ply) YxyeE ©

Bemerkung 1. 5. 2Wenn noch gilt:p(x) = 0 = x = 0 dann istp eine Norm.
Beispiele 11.5.3. (i) E =R?, p(x1, X2) = |x1], dann istp eine Halbnorm.
(i) E =C(x), X metr. Raum. Sexg € X. Definierepy,(f) := |f(Xo)l
(i) SeiE normierter linearer Raunfy, ..., f, € E’.

p(x) = [fL(X)] + - - - + [Fa(X)] v

Bemerkung Il. 5. 4 Raume mit Topologien durch Halbnormen: lokalkonvexaiRe, z. B. Rume
von Distributionen und von Grundfunktionen.
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Kapitel 1. Grundprinzipien der Funktionalanalysis

Satz Il. 5. 4 (von Haan-Banach). E sei reeller Vektorraum und sei Halbnorm auk. F sei ein
linearer Teilraum vork. f sei ein lineares Funktional a&f mit |f(X)| < p(x) Yx € F.
Dann gibt es ein lineares Funktionaauf E mit

(i) f(x) =g(X) ¥xe F (d.h.g ist Erweiterung vorf)

(i) lg(¥)I < p(¥) Vx € E.

Beweis: 1. Schritt

Aussagsii) ist aquivalent zuy(x) < p(x) Vx € E. ,=" ist klar. ,<"*: Seig(X) < p(x) Vx € E.
Dann gilt—g(X) = g(=x) < p(=x) = p(x) = Ig(x)| < p(x).

2. Schritt

Seixoe E,xoz F, H={y+AX | ye FFAeR}=F+R- X.

Behauptung:Die Behauptung giltiir den RaunH.

Beweis: Seic € R beliebig. Daxy # F, a3t sich jedes € H eindeutig in der Form = y+1xg
mit y € F undA € R darstellen. (Vdrez=y + AXp =y + ' danny —y = (1-A)x € E
=1 =2 = y = y.) Wir definiereng(2) = f(y) + Ac. g ist dann lineares Funktional

aufH mit g(y) = f(y) fury € F (denng(y + Ax0) = g(y) + Ag(Xp) = f(y) + Ac). Es ist
g(X0) = g(0 + 1xg) = c. Damit ist die Bedingungi) erflllt. c ist so zu vahlen, dafii) gilt.

Furu,v € F gilt:

f(u—v) = f(u) - f(v) < pu-v) < p(u-v) = p(u+X - (X +v))
< p(u+ Xo) + p(v + Xo)
= —f() - p(v+x) < —f(U) + p(u + Xo)
fEuFr(—f(v) = P+ X)) < inf(=f(u) + p(u + X0))

=:C =C2

Wahlec e R mit¢c; < ¢ < ¢p. Fur A > 0 qilt:

9(2) = f(y) + Ac < f(y) + 12 setzeu = %

<t +a(p(x0+5) - 1(2)) = Pl + 1) = P

=xo+u =f(u)
>C2
Fir A < 0 gilt:
92 = f(y) + Ac < f(y) + A1 setzev == %
< tg) + (= 1(2) - o+ 2)) = P2
Fur A = 0 gilt:

9(2 = gy) = ) < ply) = pP(2
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5. Der Satz von HARN-BANACH

Also gilt fur allea € R:

9(2) = f(y) + 1c < p(2) = p(y + %)

D. h. Bedingundii) ist erfullt. /

3. Schritt — Allgemeiner Fall
(Anwendung des drn'schen Lemmas)
M sei die Menge aller Paarélf, h), wobei

(i) Hpist Vektorraum mitF € Hy, C E (als Teildume)
(ii) histlineares Funktional aufi, mit

(1) f(x) = h(x) ¥xe F
(2) Ih(X¥)| < p(x) ¥x € Hp

Definiere Ordnung<" auf M: (Hn,, h1) < (Hn,, h2) wennHy, Teilraum vonHp, ist undh;(x) =
ha(X) VX € Hp, .

Behauptung:M erfullt die Voraussetzung vonegn (Lemma ll. 5. 9

Beweis: SeiM; eine totalgeordnete Teilmenge vivh Wir zeigen:M; hat eine obere Schran-
ke. SeiHn, = Unem, Hn. Definierehg(x) = h(x), falls x € Hpy, X € Hy. Seix € Hp, N Hy,
mit (Hn,, h1), (Hh,, h2) € M1. Da M; totalgeordnet, giltKln,, h1) < (Hn,, h2) oder Hp,, h) <
(Hn,, h1). D.h.Hp, € Hp, oderHp, € Hp,, alsox € Hy, € Hp, oderx € Hp, € Hy,. Also
h1(X) = hy(X) nach Definition der Ordnung. Die Definition ist damit korrelig.ist lineares
Funktional aufHp, mit (ii).1 und (ii).2, also ist Hn,, ho) eine obere Schrankéf M;. Nach
Zorn'schem Lemma besita¥ ein maximales Element,, hm). WennHy,,, = E, dann ist
der Beweis beendet mjt = hy,. SeiHy, # E. Danndxg € E mit xo ¢ Hy,,. Erweiterung
wie im zweiten Schritt gibt Erweiterungvon hy, aufH = { y + A% | y € Hy,,A € R}, die
(1) und (ii) erfullt. = (Hn,,hm) < (H,g) im Widerspruch zuly, hm) maximales Element.
Also: Hp,, = E. /

/

c. Hann-BanacH-Theorem f tr komplexe Vektorr &ume

Vorbetrachtungen: C- und R-lineare Funktionale.  Sei f ein C-lineares Funktional auf
komplexem Vektorraunte. Fur x € E sei f(X) = f1(X) + if2(X), wobei f1(X), fo(X) € R. Dann
haben wir

Fix) = f(iX) + iTaiX) = i (X) = if2(x) + 12F(%)
fa(ix) = =f2(x),  f2(ix) = f2(x)

Ersetzax = y: f2(y) = f1(-iy). Also folgt:

f(x) = f1(X) +i f1(-ix), fypistR-linear
N———

eR
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Kapitel 1. Grundprinzipien der Funktionalanalysis

Umgekehrt: Sef; einR-lineares Funktional auf komplexen Vektorratmnd. h.
f]_Z E - R, f]_(/lX+ y) = ﬂfl(X) + fl(y) VYA eR, X ye E.

Dann definiere:
f(X) = fi(x) +ify(-ix) VYxeE

Nachrechnen ergibt: ist C-lineares Funktional augt.

Satz Il. 5. 5 (von Haan-Banacs fur komplexe Vektoraume) F sei linearer Teilraum des kom-
plexen Vektorraum€. p sei eine Halbnorm auE. f sei ein lineares Funktional alf mit
[f(X)] < p(X) Yx € F. Dann existiert ein lineares Funktionpabhuf E mit folgenden Eigenschaf-
ten:

) f(X)=g(X) VYxeF

(i) g <p(x) YxeE

Beweis: Seif(x) = fi(X)+if1(-ix) wie eben. Dann ist; einR-lineares Funktional unid;(x)| <
[T (X)] < p(X). NachSatz II. 5. dexistiertR-lineares Funktionaj; zu f; mit

(i) fi(x) =g1(x) VxeF
(i) lg2()l < p(x) VxeF.

Definiereg(x) = g1(X) + ig1(—ix), x € E. Nach der Vorbetrachtung igtein C-lineares Funktio-
nal. Dag, Erweiterung vonfy ist, istg Erweiterung vonf.

Noch zu zeigenyg(X)| < p(x) ¥x € E.
Seix € E. Danndyp € R mit €9g(x) = |g(X)|. Also

9(€9X) = €29(X) = lg(x)| = g1(€¥X) + iga(-ie¥x)
=0

9001 = 91(€¥%) < pE¥X) = |€¥] p(¥) = p(Y)
=

Damit ist(ii) erfullt. /

d. Anwendung auf die Existenz , hinreichend vieler stetiger linearer
Funktionale

(E, |I-I) sei normierter linearer RauiiberK € {R, C}.

Korollar 11.5.6. f sei stetiges lineares Funktional auf einem linearen Teilrkwuon E. Dann
existiert ein stetiges lineares Funktiogaduf E mit f(x) = g(x) Yx € F und||f|| = ||gl|-

Beweis: Wende Hun-Banaca an auf die Halbnorm

p(x) = IIfllIXI xeE.
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Es qilt|T(X)] < |If|]lIX] = p(X) YX € F. seig wie im Theorem. Dann gilt{ f|| < |gll, weil g
Erweiterung vonf ist. Es gilt auch

lg()| < p(x) = [IflllIXI V¥YxeE
also
gl < Ifll = Nfll=lgll. /
Korollar I1.5.7. (i) ¥x € E, x # 0 3f, stetiges lineares Funktional akfmit fy(x) = ||X||
und|| fyl| = 1.
(II) VX1, X2 € E, X1 # X0 dg e E’ mit g(Xl) * g(Xz).

Beweis: (i)=(ii) folgt aus(i) angewandt auk = x; — Xo.
Zeige alsq(i): SeiF = Kx der vonx erzeugte Vektorraum. Wir definieref{1x) = 1||x]|. f
ist lineares Funktional alf mit

[EC)] < 1ALIXI] = 1141,

d. h. f stetig. Erweiterd zu einem stetigen linearen Funktiorfaimit || || = || f||. Esist||f|| = 1,

() = 1) = lIxl. /
Korollar II.5. 8. SeiE ein Banachraumx € E. Dann gilt

IXIl = sup{ If(X)| | feE, |Ifll<1)}

Beweis: Es gilt stets/f(X)| < |[f||||x]| fur x € E, f € E’. Also sug...} < ||x||. NachKorol-
lar [1.5.73f, € E’ mit fx(X) = ||X]|, | fxl| = 1. Also gilt sud...} = fx(xX) = ||| /

Wir definieren zu gegebenere E
h(f)=f(x) feF, hy: E' - K

lhe(F)l = [T ()] < 111X, also isthy stetig. MitKorollar I1. 5. 8qilt ||hy|| = [IX]|. hk ist auch linear,
d.h.hy € (E’Y = E”. Umformulierung: Die Abbildung — hy ist eine Isometrie VoI in den
Bidual E”. Im Sinne dieser Isometri& C E”.

Definition 11.5. 9 (reflexiv). E heil3treflexiv,wennE = E”. VY
Beispiele II.5.5. (i) LP(X,u), 1< p < o ist reflexiv. Sei% + % = 1. Bekannt: (P(X, n))’ =
LACX, ).
= (LPX )" = (LXK w) = LP(X 1)
(i) nicht reflexiv sind z. BL(X, i), L= (X, 1), C[a, b].
CO:{X:(xn)ef‘x’ ‘ r!im Xn=0}

Es gilt (o)’ = €%, (£ = €= = (co) C €™, ¢ = . o ist nicht reflexiv,¢t, € nicht
reflexiv. v
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Bemerkung Il. 5. 6In Satz Il. 5. 4kann man statt einer Halbnormauch ein sublineares Funk-
tional p verwenden. Der Beweis ist fast identisch, atigrAnwendungen ignstiger.

Definition 11. 5. 10 (sublinear). Eine Abbildungp: E — R heil3tsublinear(falls gilt:
(i) p(ax) = Ap(X) fura >0, x€ E.

(i) p(x+y) < p(x)+ py) furx,y € E. v

Beispiele II.5.7. (i) Jede Halbnorm ist sublinear.

(i) p(X) = supeni*n}, X = (Xn) € £ ist sublinear. v

Bemerkung Il. 5. 8.p kann auch negative Werte annehmen, im Gegensatz zur Halbnorm.

Geometrische Interpretation einer Folgerung 8a$z 11.5. 4 Je zwei verschiedene Punkte
X,y € E kdnnen durch ein Funktiondl € E’ getrennt werden in dem Sinne, d&a(X) # f(y)
bzw.38 € R mit

xe{f <p) y e {f >p},

d. h. die Hyperebengf = 8} trenntx undy.

Frage: Kann man dies auf Mengen verallgemeinern? Odemkelche MengeitJ, V,UNV =
@ in einem reellen Banachraughf € E’ mit supy{f(u0)} < inf.y{f(v)}. Offensichtlich
notwendig fir allgemeinen SataJ, V konvex.

Definition 11.5. 11 (Minkowski-Funktional). Das Mnkowski-Funktional einer TeilmengeA
eines normierten linearen Rauntesst definiert als

Pa: E — [0, od]
pMmzmqﬂ>o‘§eA}(mmm@=m) v
Beispiel 1I.5.9.A={xe€ E | ||X| £ 1} Einheitskugelk pa(x) = || V4

Lemma ll.5.12. SeiA C E konvex, wobei 0 ein innerer Punkt sei. Dann gilt:

() Ko(0)={X€E | [Xl<e}C A= pa(x) < X

(ii) pa istsublinear.
(i) pa(¥) <1 = xeA pa(X)>1 = x¢ AfurAoffen.

Beweis: (i) [IX| < &, also,sﬁ € K¢(0) C A, alsopa(x) < @

(i) pa(tx) = tp(x) Yt > 0, Yx € E. Noch zu zeigenpa(X + y) < pa(X) + pa(y). Seie > 0,
wahled < pa(X) + &, u < pa(y) + . Dann gilt% € A, /% € A. Also:

X+ A X
A+y:A+ 2 Aﬁ oeA
u u V"
<1 €A <1 eA

daAkonvex.= pa(X+y) < 1+ u < pa(X) + paly) + 2¢; mit e — 0 folgt die Behauptung.

38



5. Der Satz von HARN-BANACH

(i) Seipa(x) < 1. Dann vahlea mit pa(x) < 4 < 1und? € A. Dannistx = 15 +(1-2)0 € A,
daA konvex. SeiA offen, pa(x) > 1. Dann gilt¥a < 1ist§ ¢ A, d.h.§ € Ex A Wahle
An — 1, dann folgt lim, A—’E = x € Ex AdaE \ Aabgeschlossen. /

Lemma ll.5.13. SeiV offen und konvex, @ V. Danndf € E’ mit f(v) <0VYv e V.

Beweis: Seixg € V beliebig, setzeg = —Xxg, U ==V — {Xo} = {v—Xy | v€ V}. U ist offen
und konvexyo ¢ U, denn sonst & V. Nach letztem Lemma ighy > 1. Wir definieren den
TeilraumF = Ryound f: F — R, f(tyo) := pu(yo). Dann giltf(y) < pu(y) Yy € F.

Wir wenden nunSatz II.5.4an: es gibt eine Fortsetzung E — R von f mit g(X) <
pu(X) Yx € E. Wir zeigen:g ist stetig: U ist offen, 0 e U = 3r > 0 mit K,(0) € U.
NachLemma II.5.12gilt: ¥x € E gilt py(x) < 24 alsog(x) < pu(x) < 2 = xe U,
—g(X) = g(-x) < pu(-x) < ”ri” also|g(x)| < ”ri” alsollg|| < % alsog € E’. Dann folgt:

g(yo0) = T(yo) = pu(yo)- Yv € V gilt:

mw=gw+xw=gwr—ggg

=pu (o)
=f(yo)=1

<pu()-1<0 /

Satz II. 5. 14 (Trennungssatz vorHaan-BanacH). SeiE ein reeller normierter Raunt, V dis-
junkte konvexe TeilmengetJ offen. Dann existiert ein lineares FunktiomaE E” mit g(u) <
g(v) Yu e U, v € V. Insbesondere:

supg(u) <inf g(v).
ueU veV
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Kapitel IlI.

Beschr ankte lineare Operatoren im
Hilbertraum

1. Adjungierte, selbstadjungierte und unit  &re Operatoren

Satz Ill. 1. 1 (Adjungierter Operator) Sei (E,(-|-)) ein Hilbertraum. Seil € £L(E), d.h. T
stetiger linearer Operator vdain E. Dann gelten:

(i) A'S € L(E) mit
(TxX|y) =(xX|Sy) Vxyce€E.

S heil3t derzu T adjungiertéperator, er wird mifT* bezeichnet.
(i) T* € L(E) und|[T|| = [IT*]| = [T*TI.
(i) VT,Re L:

(@T +R)* =aT* + R
Ty =T

Beweis: (i) Seiy € E fest. Wir definiererF,(x) = (T x|y), F, € E’. F, ist stetig, denn
[P, (9] = KT XTIl < IT Xl lyll < [Tyl 1
nach Gwucny-Scuwarz und dahef|F,|| < |[Tllllyll. NachSatz I. 4. 113! y* € E :
F,(x) =(Tx|y) = (x|y") ¥x€E.

D.h.(y"|xX) = (| Tx ¥YXx € E. Wir definierenT*y := y*. Diese Zuordnung ist wegen
obiger Gleichung linear. Nach Definition ig | TX) = (T'y|x) VX,y € E. SeiS ein
anderer Operator m{il x| y) = (X|Sy) VX, y € E. Also: (y| T x) = (Sy|x). Damit folgt:

(T"y —Sy|x) =0Vx,y € E.
Setzex=T'y-Sy=T'y—-Sy=0=T'y=Sy

= S=T
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1. Adjungierte, selbstadjungierte und unitire Operatoren

(i) Wir zeigen zuerstT* ist beschankt und T*)* = T.

I = {|Fy || < Iyl

= ||T*|| beschéankt und|T*|| < ||T|. Es gilt

Tyl =y
XITy) =(TXly) =<XI(T*)'y) YxyeE
= (X|Ty - (T*)*y) = 0Vx,y € E. Setzex = Ty — (T*)*y dann folgt

Ty=(T)y = T=(T"

Es gilt
ITXZ = (TX| T = (T*Tx|%)
< [T | 1
< [T X< [T T
< (T
1
= |[TI? < IT*TI < ||[T2] = T = IT* T2
[IT*|| < |IT||. ErsetzeT durchT*:
T =mi<[v) = =T
(i) Ubung. /

Definition 11l. 1. 2 (Algebra) EineAlgebra AuberK = C ist ein Vektorraum mit Multiplikati-
on
AxAs(@by—a-beA mit

(i) a(bc) = (ab)cYa, b, c € A (Assoziativiat)

(i) (1a+ b)c= A(ac) + bc, a(Ab + ¢) = A(ab) + ac, A(ab) = (1 @b V1€ K, a,b,ce€ A 0

Definition 111. 1. 3 (x-Algebra) Einex-AlgebratberC ist eine AlgebraA mit a — a* mit
() (la+b)* =aa* +b* V1€ C, a b e E (antilinear)
(i) (@) =avaeA
(i) (ab)* =b*a*Va,be A
Die Abbildunga — a* heif3tinvolutionderx-Algebra. v

Definition 11. 1. 4 (Banachalgebra) Eine Banachalgebrast eine AlgebraA mit einer Norm
mit folgenden Eigenschatften:

@ (A |I-) ist Banachraum

(i) llabl < [lall|lbll Ya,be A v
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Kapitel I11. Beschrinkte lineare Operatoren im Hilbertraum

Definition 11l. 1.5 (C*-Algebra) Eine C*-Algebraist eine Banachalgebra, die auch eine
«-Algebra ist, fir die|jal| = [|la*alZ Va e Agilt. 0
Bemerkung Ill.1.1. (i) Eine Norm auf einex-Algebra mit der Eigenschaft

1

2 VYaeA

llall = ||a“a

heil3tC*-Norm.
(ii) In jederC*-Algebra A, ||-]]) gilt ||lal] = ||a*|| Ya € A.

Satz Ill. 1. 6. SeiE ein Hilbertraum £(E) ist C*-Algebra mit der Operatorenmultiplikation als
Multiplikation, der Operatornorm als Norm und der Abbildufig» T* als Involution.

Beweis: Satz I11.1. 1 /
Beispiel lll. 1. 2. X sei kompakter metrischer Rau = C(X) Algebra der stetigen Funktionen.

Il = suplf(X)|, (F*)(t) = f(t) fur f € C(X), t e X.
XeX

A ist dann eineC*-Algebra. A ist kommutativ und besitzt die Funktiofa(t) = 1 Vt € X als
Einselement. D. hA ist eine kommutativE€*-Algebra mit Eins.
C*-Eigenschaft der Norm:

||| = sup|(f*f)(t)| = supl f(®)I?
teX teX
= (supl f(H))? = III?
teX
= ||f||:|f*f|% V4

Das Theorem von ranp-Nammark besagt: Jede kommutati@ -Algebra mit Einselement ist
isometrisch isomorph zu ein€*-AlgebraC(X), wobei X ein kompakter topologischer Ads-
DORFF-Raum ist.

a. Selbstadjungierte Operatoren

Definition 1ll. 1. 7 (selbstadjungiert, normal) Ein OperatorT € L(E) heil3tselbstadjungiert,
wennT = T* gilt. Ein OperatofT € £(E) hei3tnormal,wennT*T = TT* gilt. V]

Einfache Eigenschaften:
(i) Jeder selbstadjungierte Operator ist normal.
(i) Reelle Linearkombinationen selbstadjungierter Operatoren sind selbstadjungiert.

(iii) SeienA, B € L(E) selbstadjungiert. Dann i®B selbstadjungiert—= AB = BA
Beweis:

(AB)* = B'A* = BA also @AB)"=AB < BA=AB /
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1. Adjungierte, selbstadjungierte und unitire Operatoren

(iv) T € L(E)istnormal < |TxX| =|T*X| Yx€ E
(v) SeiT € L(E). T ist selbstadjungier—= (T X|x) e RV¥x € E.

L(E)y ={T e L(E) | T* =T }ist Menge der beschnkten linearen selbstadjungierten Ope-
ratoren.L(E)y ist ein reeller Vektorraum.

Definition 11l. 1. 8. SeienTy, T2 € L(E)n. Wir definieren
T12T, & (Tix|x)=(T2X|X) VxeE v
Diese Relation ist wohldefiniert, dd;x| X) € R.
Satz lll. 1.9. L(E)x ist mit, <" ein reeller halbgeordneter Vektorraum, d. h.
() Te=To, To=2Ts = T1=2Ts VT
(i) Tv>To = Ti+T3>To+TaundATy > AT, VT € L(E)hA1>0
(i) T>0,T<0 = T=0.

Beweis: (nur fur (ii)): T > 0 : (Tx|X) ><0(X)|x) =0 V¥xe E.0>T heilt 0> (T x| X),
zusammen alsér x| xy = 0 Yx € E. Mit der Polarisierungsidentit folgt:

AT Xy) = TX+y) [ X+y) = (T(X=y) | X =) + (T(X+iy) | X+ iy) =i (T (X - iy) [ X—iy) = 0
=0 =0 =0 =0

Also gilt(Tx|y) =0VXx,y € E. Setzey =TX =
(Tx|ITx=0 = Tx=0 = T=0 /

Beispiel 1. 1. 3. L?[0, 1] = E mit Lesescue-MaR. Fir f € C[0,1] seiT¢(¢) = f - ¢ furp € E.
Tt ist der Multiplikationsoperator. Man zeigfl{)* = T+, denn

(walt//):fwl]f-¢'JdX=f¢ﬂdX=<<pletﬁ>

Wegen Eindeutigkeit irsatz I1. 1. 1gilt (T¢)* = T+. Ty ist genau dann selbstadjungiert, wenn
T:=T; & f="fdhft)eRVt

Behauptung:Ts =0 < f=0

Beweis: Es ist klar, dal’f = 0 = T¢ = 0. Sei alsoT¢s = 0. Seil = [0,1]; X =
{xel | 1f(9I= %] wahlep,y so, daBfy = |f|. Mit ¢ = yx, folgt

0=<Tf90|¢>=f|f<p$dx=fllflls0|2dX
1 1
Zj;(nﬁ‘ldx: F],U(Xn)zo
= uX)=0

Alsoist{ x | |f(X)| > 0} = [Un Xn €ine Nullmenge. D4 stetig: f = 0. /
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Kapitel I11. Beschrinkte lineare Operatoren im Hilbertraum

Behauptung:T; >0 < f > 0aufl.

Beweis: Es giIt(Tf¢|¢> = fl fopdx Aus f > O folgt alsoTs > 0.
Ty ist selbstadjungiert, dT1¢| ) € R Y. Also: (T¢)* = T¢ = Ty, damitT,_¢ = 0, also

nacheberf - f =0= f = f = f € R. SeiT; > 0. Angenommenxy € | : f(xo) < O.
Dannde > 03d[c,d] = Imit Xp € Jund f(X) < —e VX € J. ¢ := x3J:

<Tf¢|90>=£fgog_0dX:£f-ldX

< —sfldX: —g(d-0)
J
<0

im Widerspruch zur's > 0. Also f > 0. /
Behauptung:T; selbstadjungiert—= f(x) e RVx e I.

Behauptung: Ty, > Ty, & f1(X) > f2(X) VX el

Beweis:

Ty 2T, & Ty, -T, 20
————
Ti-1,
— fi(X)— f2(X) >0V¥xel
= fi(x) > f(x) Vx el /

b. Unit &re und isometrische Operatoren

Definition 1ll. 1. 10 (unitar, isometrisch) Sei E, - |-)) ein Hilbertraum,T € L(E). T heil3t
unitar :
TT =TT =id.
T heiRtisometrisch <
ITX =X VxeE. ©

Satz lll.1.11. (i) Tistisometrisch— (Tx|Ty)={(X|y) VYXye€E.
(i) Tistunittr < T istisometrisch und (E) = E.
Beweis: (i) ,=": ITX| =IX| = (Tx|Tx = (x| X). Mit Polarisierungsidentit: (T x| Ty) =

X1y).
<" setzex = y, dann folgt die Behauptung.
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1. Adjungierte, selbstadjungierte und unitire Operatoren

(i) ,=": T seiunitr.

TT'E=T(T'E)=id(E)=E = T surjektiv
(T*TX|X) = (X|X) =(Tx| T =|X|> = T isometrisch

<" T seiisometrisch und surjektiv.
ITX|=]Ix] = (Tx=0 = x=0) = Tinjektiv

DaT surjektiv ist, istT bijektiv. Es gibt alsol ~* und es ist bijektiv{T x| Ty) = (X|y), da
T isometrisch. Setzg = T~z fiir z € E. Damit:

(TX|2) = <x|T‘1z> vx, ze€ E.
Nach der Eigenschaft von adjungierten Operatorenfgitt= T*, also
T=TTl=id=>TT=TT"=id

= T ist unitr. /

Beispiele lll. 1.4. (i) SeiE = f3(N). SeiS(x1,...) = (0, x,...).

(ii)

(i)

ISP = 0%+ [xal + ... = [I(X)I?
Damit also:||S(X)|| = |IX| = S isometrisch.S heil3t(einseitiger) Shiftoperator. $st
nicht uni@ér, da nicht surjektiv, d& > (1,0,...) ¢ S(E).
E = £2(2).

S(..,X 1, %0, Xt,...)=(..,X2,X.1,X0,...)

= ISC)IP = Xpez Xal? = [[(X0)II? = S isometrischS ist surjektiv, also undr. S heift
zweiseitiger Shiftoperator.

Fouriertransformation: Sei

S(R) = { f e C°(R)

sup|X“fM(x)| < oo Yk, n € No }
XeR

z.B. x"e X8 ¢ S(R) Vn e N, & > 0, € C. Man zeigt:
(1) F(SR)) = S(R), wobei F f)(x) = L= [ (1) dt
(2 (F)0) = L [T e™fMdt vieSR).

(3) Satz von BURIER-PLANCHEREL:

IF(OI =1l ¥feSR)

L e e (e
@Ime' f(t) dt dx—I [f(X)]° dx

(FH

L.
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Kapitel I11. Beschrinkte lineare Operatoren im Hilbertraum

DaS(R) dicht ist inL?(R), bildet F S(R) auf eine dichte Menge ih?(R) ab. Wir setzen
F zu einer stetigen Abbildung voi?(R) auf L2(R) fort. Also ist die Fortsetzung voR
aufL2(R) ist unitarer Operator auf?(R).

1 .
lim — [ Ad¥f(t)dt= (Ff)(X

> (t) dt = (Ff)(x)

A—> o0

(iv) Matrizen:E = C", (X|y) = Yp_; Xk, A = (aij) € Mn(C).

n
Tyx = AX, also TuaX)k = Z ajX;.
=1

2 . —
T € L(E), ITall < /37 -q [a]” 2 = (byj) mit byj = &:
n n
(Taxly) = Y > &iXilk

=1 k=1

n

n n
(X| Tory) = Z Xj(Toy)j = Z Z Dikyk
=1

j=1 k=1

= (TaxX|y)

= Vxy € E (Ty)* = Tyg. Ty ist selbstadjungiert < A = A*, das sind die
hermitischen Matrizen.

(v) Integraloperatoren: S& = L2 [0, 1], K(s,t) € C([0, 1] x [0, 1]). Definiere

1
(T F)(S) :=f0 K(st)f)dt fel2[0,1]

Dies ist der RepnoLm’sche Integraloperator mit Ke(:, -). InIl. 2. 1 (i) haben wir schon
gezeigt:Tx € L(E). DefiniereK*(s,t) := K(t, s). Dann:

1 1
<TKf|g>=fofoK(st)f(t)@dtds

1
(F1Tk-g) = fo ()T )0 dt

1 1
:fo f(t)fo K*(t, 9g(s) ds dt

1 1 L
:fofof(t)K(t,s)g(s)dsdt

K(st)

1 1
:ffK(s,t)f(t)@dsdt
0 0
= (Tkflg)=(f|Tkgy VfgeE

und (Tk)* = Tk=. FUrK(t, s) = K(s t) € R folgt alsoK = K* und somitTx = (Tx)*. Vv
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2. Projektionsoperatoren

2. Projektionsoperatoren

a. Definition und Charakterisierung von Projektionsoperatoren

SeiE ein Hilbertraum unde; ein Unterraum (abgeschlossener Teilraum). Naatz |. 4. Avis-
sen wir:
Vx e EAlxg € Eq, Xp € Ef Mit X = X1 + Xp.

Definition 111. 2. 1 (Projektionsoperator) Es seiPg, x := X;. Pg, ist ein linearer Operator von
E in E. Nach Pythagoras gilt

IPe|? = Ixal® < Ixali? + I%ali? = (X2

Also istPg, € L(E) mit HPE1|| < 1. Pg, heil3t zum Unterrauri; gelbrenderProjektionsopera-
tor. v

Aus der Definition sieht man schnell:

Pe,Xx=X Vxe E, Pe,x=0 VxeE]

Satz Ill. 2. 2 (Projektionsoperator) Ein OperatorT € L(E) ist Projektionsoperator <
T2 =T A T = T* Ist dies erilllt, dann istE; := T(E) der zugebrige Unterraum von
E.

Beweis: ,=": Sei T = Pg, Projektionsoperator. Sgic E, X = X + X2, X1 € E1, X2 € Ef.
PEl(PE1X) = PE1X1 = PE1X — Pél = PEl
Seiy = y1+y2,y1 € E1, y2 € Ey.

(PeXly) = (Xt ly1 + y2) = (X1 ly1) + (X1 ly2) = (X1 1y1)
= (X1ly1) + X ly1) = X1+ X2 ly1) = (X|Peyy) VX yVE

= Pg, =Pe,.
,&"SeiT?2=T,T*=T. SeiE; = T(E). Zu zeigenT = Pg,. Seix € E. T(x) = x; € E;.

TTY =T>X=Tx=x € E;
= T(E1) = E1. Seix € E. Betrachtex — T x. Wir zeigen:x— Tx e E;. Seize E;:
(X=Tx|2) =(X|2) =(Tx[2) =(X|2) = (X| T2 =0

Also: xp :== x - Tx e Ef = x = Tx+ x2. Nach Eindeutigkeit der igsz'schen Zerlegung ist
Tx= Pg, X /

or
Der Projektionsoperator heif3t auch Orthoprojektor, orthogonale Projektion oder I%_rojekt
ion
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Kapitel I11. Beschrinkte lineare Operatoren im Hilbertraum

b. Eigenschaften von Projektionsoperatoren

Satz 11l. 2. 3. SeienPg, und Pg, Projektionsoperatoren i&, E;, E seien die zugebrigen
Unteriaume. Dann sind die folgenden Aussagenivalent:

(i) Pg, + PE, ist Projektionsoperator
(i) Pg,Pg, =0
(i) Eq L Ep. Istdies eriillt, dann istE; @ E; der projizierte Raum voRg, + Pg,.
Beweis: (i) < (ii)*: Sei (i) erfullt: Pg, + Pg, ist Projektion. Dann:

(PEl + PEZ)Z = PEl + PE2
= PZ, + PZ, + Pg, P, + Pg,Pg,
= PEl + PEZ + PE1 F’E2 + F’E2 PEl

= Pg,Pg, + Pe,Pg, =0 (%)
Pe, - (*)| PgPg, + Pg,Pg,Pe, =0  aus¢)
Pe,Pg,Pe, + Pe,Pe, =0 | (¥)-Pg,  aus¢)
= F’ElPE2 = PEZPEl =0
Sei nun(ii) erfullt, d. h. Pg,Pg, = 0.
(PElpEZ)* =0= PEZPTEl = PE2PE1
(Pg, + Pg,)? = PE, + PZ + Pg,Pg, + Pg,Pg, = Pg, + Pg,

(F’E1 + PEz)* = PEl + PEz = F’E1 + PE2

Also ist Pg, + Pg, nachSatz IIl. 2. 2Projektion.
Der Rest wird dem geneigten Leser zilsungiiberlassen. /

Satz 1ll. 2. 4. Pg, undPg, seien wie inSatz Ill. 2. 3 Dann sind folge Aussagemuivalent:
(i) Pg, > Pg,
(i) E22E1
(i) Pg,Pg, = Pg,
(iv) Pg, — Pg, ist Projektion
V) ||Pe,¥| = ||Pe.x|| ¥x e E
Ist dies eriillt, dann istPg, — Pe_1 Projektion aufE,oE;.
Beweis: Ubung. /

E1 sei Unterraum volike,. SeiE; @ E3 = E» Riesz'sche Zerlegung. Dann schreiben \EsoE; =
Es.

Satz 1ll.2.5. SeienPg,, Pg, wie in Satz |1l.2. 3 Pg, Pg, ist Projektion <  Pg,Pg, =
Pe,PE;.
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3. Konvergenzen von Elementen und Operatoren

Beweis: Auch hier ist der Beweis eingbung. /

SeienE;, i € | Unterdume des HilbertraumB. /i E; sei der von allerk; erzeugte Un-
terraum vonE, d.h. /g Ei = Lin(Ej). Aiat Ei = Nia Ei sei der goRte Unterraum, der in
allen E; enthalten ist. SelP der Projektionsoperator aiyf E; und Q die Projektion aufA E;.
Wir definieren\/i¢; Pe, = P, Aiq) Pg; = Q. Mit den Operatorem und V ist die Menge al-
ler Projektionen vork ein Verband. WentPg, Pe, = Pg,Pg,, dannPg, A Pg, = Pg,Pg, und
PEl \Y PE2 = PEl + PE2 — PE1 PEZ'

3. Konvergenzen von Elementen und Operatoren

a. Konvergenz von Elementen

Sei E, (- |-)) ein Hilbertraum, ) eine Folge. Die Folge konvergiett{ — X), wenn

lim ||[x, — X|| = 0.
n—oo

Definition 11l. 3. 1 (schwache Konvergenz)x, konvergiert schwachegenx (x,—X), wenn
lim (xaly) =(xly) Yy eE 0
Eigenschaften:
() Ausx, — xfolgt x,— X%, denn
[(Xn 1) = XTy) = [ = XTy)] < 1% = X[ lyll — O
(i) Wennxp,—xundx,—Xx, dannx = X',

Beispiel lll. 3. 1. Sei (x,) ein Orthonormalsystem i&. Dann gilt

Z I I? < llyl®>  (BesseU'sche Ungleichung)
n=1

= Reihe konvergiers limp_. (X |y) = 0=(0|y) Yy € E. Also x,—0. Weil

X0 = Xmll2 = IXall® + [IXml> =2 fir n#m
ist (xn) nicht Caucuy’sch, konvergiert also nicht. v
Beispiel IllI. 3. 2. £2(N), X, = (0,...,0,1,0,...)—(0,...). V4
Satz Ill.3.2. (i) Jede schwach konvergente Folgg) (st normbesctankt, d. h.

sup||Xnl| < oo.
neN

(i) Aus jeder besclimkten Folge irE kann man eine schwach konvergente Teilfolge a@lsw
len. (E sei separabel).
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Beweis: (i) Seif.(y) = (w|x) VYye€E. fily) = ylxn) — ¥|x), also ist ) eine punkt-
weise besclimkte Folge von Funktionen. Na&uatz II. 3. 1(Banacu-SreiNnAus) ist (fr)
normbeschinkt (d. h. gleichraf3ig bescltankt), also

supl|fall < o0
neN

Es gilt||fall = |[%nll nachSatz I. 4. 11 AlSO SURgy [IXnl| < oo.

(i) Siehe [J. /

b. Konvergenz von Operatoren
SeiTh € L(E), ne NundT € L(E).

Definition 111. 3. 3 (gleichmaRige Konvergenz)Die Folge {T) konvergiert gleichmafigoder
in Operatorennorm) gegen wenn

r!im ITn=TJ =0.
Symbol:T, = T. v

Definition 111. 3. 4 (starke Konvergenz)Die Folge {T,) konvergiert starkin der starken Ope-
ratorentopologie) gegen, wenn

lim Tox=Tx VxeE,

n—oo

d. h. limy e [[ThX — TX| = 0 VX € E. Symbol: T, — T. ©

Definition 11l. 3.5 (schwache Konvergenz)Die Folge {[T») konvergiert schwactin der schwa-
chen Operatorentopologie) gegénwenn

Thax—=Tx VxeE,
d. h. limyse (TrX|y) = (T X|y) ¥YX y € E. Symbol:T,—T. v
Bemerkung Ill. 3. 3.
Th=oT = Th-»T = T4p—T

Satzll.3.6. (i) Jede schwach konvergente Folgg)(ist in der Operatorennorm beséimikt

(i) E sei separabel. Dann kann man aus jeder baséiten Folge T,) von Operatoren aus
L(E) eine schwach konvergente Teilfolge adhien.

Beweis (Idee): (i) Satz Il. 3. 1(BANACH-STEINHAUS)

(i) Siehe] /

50



4. Spektrum und Resolvente beschrinkter linearer Operatoren im Hilbertraum
4. Spektrum und Resolvente beschr &ankter linearer Operatoren
im Hilbertraum

a. Definitionen

Im folgenden sek ein Hilbertraum und’ € L(E).

Definition 11l. 4. 1 (Resolvente) Eine komplexe Zahlt gelbrt zur ResolventenmenggT),
wenn es einen auf gariz definierten beschinkten linearen Operat®,(T) gibt mit:

Ru(T)(T = 2id) = (T = 2id)Ry(T) = id..

Ry(T) ist dann durcht und T eindeutig bestimmt und heiResolventeonT. 0

Definition 11l. 4.2 (Spektrum) Die MengeC \ p(T) hei3tSpektrunvon T und wird mito(T)
bezeichnet. 0

Bemerkung lll.4.1. (i) BetrachteT x— Ax=yin E. (z.B. (T f)(t) = fol K(t, s)f(s)ds dann
ist T x— Ax = y Integralgleichung).
Gibt es zu jedeny € E eine Losung? Ist die isung eindeutig? &hgt die Losung stetig
vony ab?
Existenz heil3tvydx : (T — 2id)x = y, also T — 2id) surjektiv. Eindeutigkeit heif3t:
(T —Aid)x = (T —Aid)X¥ = x=x: (T - 2id) ist injektiv. Dann ist T — 2id)~! existent
und ist auf ganE definiert: T — 1id)x =y = x = (T —1id)"y. DaR die lbsung stetig
von y abhangt, heilt, daRT(— 2id)~?! stetig. D. h. T — 1id)~* muR existieren und stetig
sein.

Ry(T)(T = 2id) = (T — Aid)Ry(T) =id

heiBtRy(T) = (T — Aid)~1. Die drei Bedingungen sind éitit genau dann, wena € p(T).
Die Losung der Gleichung x — Ax = y ist durchx = (T — 2id)1y gegebeniir A € p(T).

(i) Seid € Cund (T — 2id) sei bijektive Abbildung vorE aufE. DaT € L(E), ist auch
(T —2id) € £(E). Nach dem Satz von deffenen Abbildung$atz I1. 4. ) ist (T — 1id)~!
auch stetig, alsa € p(T) und (T — Aid)™t = Ry(T).

Definition 11l. 4. 3 (Eigenwert, Eigenelemente)Wenn
ker(T —Aid) ={xe E | (T —Aid)x=0} # {0},

heiRt1 Eigenwertvon T und die von Null verschiedenen Elemente von Ker1id) heil3en
Eigenelementeum Eigenwerfl. Die Menge der Eigenwerte vanbezeichnen wir mitrp(T).©

Bemerkung Ill. 4. 2.0p(T) heil3t das Punktspektrunmiirfd € op(T) ist (T — Aid) nicht injektiv,
denn{T —2id)x=0= (T - 2id)0, alsoA € o(T).
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Definition 11l. 4. 4 (Punktspektrum, stetiges Spektrum, Restspektrum)
op(T) =1{2 ' (T — Aid) ist nicht injektiv} heiRtPunktspektrum
oc(T) ={A | (T — Aid) ist injektiv, nicht surjektiv, hat dichtes Bild heil3tstetiges Spektrum
or(T) ={2 ’ (T — Aid) ist injektiv, Bild nicht dicht} hei3tRestspektrum v
Beispiele lll.4.3. (i) SeiE = C", A (n,n)-Matrix. Tyq(x) = A - X, wobeix = (X1,...,%X)".

Jeder lineare Operator vdhin E ist von dieser FormiTy ist stetig.

(Ta — Aid)X = Ty X
Es gilt:
detQl— A1) =0 < (A - Al) istnichtinjektiv
— (A -2Aal) weder injektiv noch surjektiv

< A ist Eigenwert vorl
< A ist Eigenwert voriTy

o(Ta) = op(Ty) ist die Menge der Eigenwerte vah und diese sind unaBhgig vom
gewahlten Koordinatensystem.

(i) Multiplikationsoperator: T f)(t) =t - f(t), f € L?[0, 1] mit LeBescue-MafR.
Behauptung:op(T) = @
Beweis: Angenommeng € op(T). Dann3f # 0 mit (T — Aid)f = 0, alsoT f = Af.

t-f@®)=0.
c A=t 1€][0,1
Furt—1 # Oistalsof() = 0. 1) = ¢~ €Y b, das Epesoue-Ma
einpunktiger Mengen 0 ist, idt(t) = 0 u-fastiberall, alsof = 0 in L2 [0, 1] im Wider-
spruch zur Annahme. /

Behauptung:o(T) = [0, 1]
Beweis: SeiAl ¢ [0, 1]. Die Funktion% ist auf[0, 1] stetig und damit beschnkt, also
ist (Bf)(t) = %f(t) in L(E).

(B(T = Aid)f)(t) = 50 —)f(t) = f(t)

(T = Aid)BF)(t) = (t— A)%f(t) = £(t)

= A€ p(T)undB = Ry(T). Seil € [0, 1]. Angenomment € p(T). Dann existiert
Ru(T) € L(E) mit

RuT)(T = id)f = (T = Aid)RY(T)f = f  Vf eL?[0,1].

1 te]di—-gd+¢

Il = IRUT)T = Aid)f|| < [IRy(T)IIII(t = 2)f|l. Sei f (1) = {0 sonst

Dann haben wir:
(1T < IRl ell 11,

also 1< ||Ry(T)|| e Widerspruch, da > 0 beliebig gevahlt war. Also:A ¢ p(T). /
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b. Eigenschaften des Spektrums
SeiT € L(E) undE Hilbertraum.
Lemmalll.4.5. (i) o(T*) = o(T), p(T*) = p(T)
(i) Zwei Resolventenidentten:
(1) Ru(T) = Ru(T) = (A= )Ru(T)Ry(T) = (4 = )Ry (T)R(T).
(2) RU(T) = Ru(S) = R(T)(S - T)Ru(S) fur 1 € p(T) N p(S), T, S € L(E)
Beweis: (i) Ubung
(i) (1)
(T = Aid)(Ry(T) + (A = A)RYTIRy(T)) = (T = 2id)Ry(T) + (4 - )Ry (T)
= (T — 4id + 2id — 2" id)Ry (T)
=(T-2idRy(T)=1id

Analog macht man das von rechts, daRi(T) + (1 — A)R(T)Ry(T) = (T —
Aid)™1 = Ry(T)

(2) Ubung //
Satz lll.4.6. (i) p(T) ist offen undo(T) ist abgeschlossen.
(i) Wenno € p(T) undjd - Aol < ||Rip(T)| ", dann gilt

2ep(T) und Ry(T)= i(z — 20)"Ry(T)™*
n=0

(iii) Wenn|a| > |[T]|, dann
Aep(T) und Ry(T)=-> a"Tn
n=0

Beweis: (i) = (i) ist klar.
(il): FUr 12 = Aol < |[Rio(T)|| " gilt
162 = 20)"Rig (T < 12 = Ao |[Rio(T)"™
= (1= 0l [Ru(M)"IReo(T]

=0, 0<g<1

= Reihe )’ (1 - 20)"Ry,(T)™?! konvergiert in der Operatornorm und definiert daher einen
OperatoB € L(E).

(T = 2id)B = (T — 0id)B + (1o — 2)B

= > (1= 20)" (T = Aoid)Ry,(T)™™ + > (Ao = (A = do)" Ryp(T)™*
n=0 Rio(T)" n=0

_(/l_/lo)n+1
= > (A= 20)"Ryp(T)" = > (A = A0) ™ Ryp(T)™*
n=0 n=0

= (; - 0)°R =id
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Analog: B(T - 1id) = id = B= (T - 2id) 2 = Ry(T), 1€ p(T)
(i) : Dala] > [IT|l, konvergierty,® , —A~"1T" =: c.

[Se]

(T-did)c=Te—Ac= ) —AT™ - 3 (-a™)T"
n=0 n=0
=°T% = id
Analogc(T — 2id) =id = A€ p(T) undc = Ry(T). /

Lemma lll. 4.7 (NeumanN'sche Reihe) SeiE Banachraum und@ € £(E). Sei||T|| < 1. Dann
konvergiert die Reihe

wobeiT? = id, in der Operatorennorm und @)= = 3. T". (vergl. £ = 3>, 2").

Beweis: [|[T"| < ||IT|", also konvergiert die Reihe

[e9)

(id_T)iTn:iTn_ZTml:TO: id
n=0 n=0

n=0
Analog fur ., T"(id -T) = id. /
Aus dem Lemmaiber die Numann’sche Reihe folgt:
RuT) =(T-Aid) =2} Tat-id)yt = -aY({d-TaH?

weil |4 > |[TIl, [TA7Y| < 1, also existiert (id-TA"1) und es ist dann

(id-T)y*= i T
n=0

und damit

2 Yid -TA Y = RY(T) = Z i U
n=0

Definition 111. 4.8 (Spektralradius) r(T) := sup{ |1 | 2 € o(T) } heilBtSpektralradiusronT.
Es ist dies der kleinste Radius eines Kreises um 0, der das Spek{inenthalt. v

Satz Il.4.9. SeiT € L(E).
(i) o(T) # @

(i) r(T) = liMpe T
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Beweis: (i)

(T = Aid))N = llAx = TN > [lax]| - T X
2 |AHIXIE= [T = (A= [T 1]

far|A] = ||T|| > 0. Wir setzerx := Ry(T)u:

(T = Aid)R(T) ul| = flull > (121 = IITI) IRW(T)ull
=id
Man hat:

1
IRY(T)UI € ———— |ull,
(MUl < =

also

1
IRy € ———= fiur |4 > ||T|| *
(DI *)

NachSatz 1. 4. 6(iii) ist{(R;(T)x|y) eine holomorphe Funktion apg{T). Angenommen,
o(T) sei leer, dann istR,(T)x|y) holomorph auf ganZ. Wegen ¢) gilt:

Mllim Ru(M)x]y) = 0.

Nach dem Satz vonibuviLik ist jede besclmkte holomorphe Funktion auf gaGzon-
stant, d. h{Ry(T)x|y) = Cy,.
lim ¢y, =0
[A]—> 00 Xy
also
(R(Mxlyy=0 VYxy€E.

Setzey = Ry(T)x dann folgtR(T)x = 0 VX, alsoRy(T) = 0. Das ist ein Widerspruch
zur Annahmeg(T) = @. Also o (T) # @.

(i) folgt ahnlich wie der Satidber Potenzreihen (Konvergenzradius). /

Bemerkung lll. 4.4. (i) Satz Ill. 4.8 Ry(T) ist auf ganzo(T) eine holomorphe Funktion in
A mit beschankten Operatoren als Kfizienten. Also istiir jedesx,y € E (Ry(T)x|y)
eine holomorphe Funktion ap{T).

(i) r(T) = liMnoe ITI5:

T < (TN = |7
T < Q™ = ||

also:r(T) < ||T||. Spezieller: @ir T € L£(E) normal gilt sogar(T) = ||T||.
Beispiel llI. 4. 5(Vorrerra’scher Integraloperatar)E = L2[0, 1] mit L-MaR.
K(-,-) € C([0,1] x [0, 1])

Wir definieren: <
Tk f(X) ::f K(x, )f(t)dt feL?[0,1]
0
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Tk heil3t ein \brrerra’scher Integraloperator. Z. Buf K = 1 ist

TKf(x):foxf(t)dt

Man kann zeigen:
r(Tg) =0, also o(Tk) = {0}

Weil || Tkl # 0 fur K # 0istr(Tk) < || Tkll- v

c. Spektrum selbstadjungierter Operatoren

Satz Ill.4.10. SeiT = T* € L(E), E Hilbertraum. Eine Zahh geldrt zur Resolventenmenge
p(T)
— dc; > 0mit (T —Aid)X]| = c|IX] VYxeE )

Beweis:,,=": Seidl e p(T) = (T — Ad)Ry(T)x = x=Ry(T)(T — 2id)x
X < IR(MINICT = Aid)x|

T 1
= [|(T = Aid)x|| > TR [I1X]|
————

<" Sei |I(T = id)x| = ¢ IXI VX e E.
Behauptung:(T — Aid) ist injektiv.
Beweis: Sei (T — 2id)x; = (T — 2id)xp, dann

(T — Aid)(X1 — X2)ll = 0> ¢y lIx1 — X2l| > O
= [x-xl=0 = X=X /

Behauptung:(T — 1id) ist abgeschlossen.

Beweis: Seiy, = (T — 1id)X, mit X, € E, ne N.y, — yin E.

llyn = ymll = I(T = 2id)(Xn — Xm)l
> Ca X0 = Xmll mit (1)

-1
= % = Xmll < € llyn = ynll

Dayn konvergiert, istyy eine Cauchyfolge. Also ist aucly, eine Cauchyfolge. Damit, da
vollstandig, gibt ex € E mit x, — x. Da (T — 2id) € L(E) folgt:

ym = (T = Aid)Xm — (T = 2id)x
Ym 2 Y.

Also: (T - did)x =y = y e (T — Aid)(E) /

Behauptung:(T — 2id)(E) = E
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Beweis: Angenommen, es &re T — 2id)(E) # E. Nach der letzten Behauptung Ef :=
(T — Aid)(E) ein abgeschlossener linearer Teilraum \BnNNach dem 1. Satz voniRz
(Satz I. 4.7 gilt:

E=Ei®E;f

DaE; # EJueE+f, u+0.
0=|(T -Aid)xy VYxeE
= UITX =UIxX) = AU|X)
= (Tulx)=AUulx

Damit;
((T-2idulx)=0 = Tu=1u
= <Tu|u>:(Zu|u)=<u|Tu>=<u|iu>
- <Tu|u>:(Zu|u):<u|Tu>:<u|1u)
= Alulf? = A[jull?
= A1=41
= Tu=Au
= |(T-Aidu|=0> c; |lul >0 Widerspruch
—— ——
>0 >0
Also ist (T — 1id)(E) = E, also surjektiv. Alsoa € p(T). /

Bemerkung lll. 4. 6. Fur T € L(E) gilt

ITII= sup(ITXl= sup KTx|y)l
IIXI<1 IXI=llyll=1

(vergl.||2| = supy =1 Ky 12, CAUCHY-SCHWAR?Z).

Fur selbstadjungierte Operatoren gilt:
Satz lll.4.11.

ITII= supKTx|x)| YT =T" € L(E)
<1

Beweis: Seic = supy <1 KT X| X)|. Es giltc < [[T||. Zu zeigen]|T|| < c.
Fir beliebiges € E gilt:
KT XX < clIx] ()

Fur x € E gilt:
ITXIZ = (TXIT%
= % ((Tax+ e TR ax+a ' Tx) = (T(ax-a ' TY) [ax-a 'TX)) VYa >0
ITXE < %C(||ax+ oA + lax - o TH) nach )
= %(ZHOJXHZ +2 ||cz_lTX”2) Parallelogrammid.
= 5 (021X + 2T %?)
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Setzen? = Tl falls Tx# O ist.
c
IT X% < §(||T><I| [IXI1+ 1T X))
=c|[TXIX] VYTx#0
Fur T x = 0 gilt die auch trivialerweise und damit foldfT X| < c||X||, also
ITli<c /
Definition 111. 4. 12 (untere Grenze, obere Grenzelrir einen selbstadjungierten Operator
T e L(E) ist
my := ||irllwfl(T X| X) dieuntere GrenzeonT
X||=
Mt := sup(T x| X) dieobere GrenzeonT. v,
lIX=1
Aus den Charakterisierungen folgt

mr (X| Xy < (TX|X) < Mt (X| %)

Aus Satz lll. 4. 11folgt:
ITll = max(mr|, Mr).

Satz lll.4.13. FurT = T* € L(E), E Hilbertraum, gilt
o(T) € [mr, Mr].
Beweis: Seilg € C mit g ¢ [mr, Mt]. Zu zeigeng € p(T). Sei

c:=inf{|1— 10l | A €[mr,Mr]}.

Dann istc > 0.
IXII(T = A id)X| = K(T = Agid)X | x)| = KT X| X) = Ao (X| X)].
Sei||x|| = 1:
I(T — Agid)X|| > [{T X| X) —1o| > C
N——
€[mr.Mr]
= |I(T — 29id)X|| = c|IX|| ¥x € E. NachSatz Ill. 4. 1Qist g € p(T). /

Insbesondere gilt

o(T) C [=IITIL 1T,
o(M)CR

Satz lll. 4. 13ist,,scharf‘, denn beide Genzen werden approximiert oder sind dabei.
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Beispiel 1. 4.7.E = L?[a,b] mitL-MaB,a<be R. Fiur f e C[a,b] seiTfg = f - ¢ Vo € E.
Wenn f reellwertig, dann isT¢ = (T¢)* und||T¢|| = SURciap | T ).
Ty, <Tr, < fi(x)<fAX) VYxe[ab]
Seien

m; := inf f(x) undM; := sup f(X)
xe[a,b] xe[a,b]

Dann haben wir
b b
<Tf90|<p>=f F(3) lp(x)I* dx < Mff lp()I” dx= Mt (p] )
a a
Analog:ms (¢ | @) < <Tf<p|<p>. Man zeigt leichtm¢ = my,, Mt = Mr,.

O'(Tf)g[mf,Mf]. v

Satz Ill.4.14. SeiT =T* € L(E).

(i) Alle Eigenwerte voril sind reell.

(i) Zu verschiedenen Eigenwerten gebnde Eigenvektoren stehen senkrecht aufeinander.
Beweis: (i) FolgtausSatz Ill.4.13

(i) SeiTx=ax, Ty =puy, A # u. Zu zeigenyx|y) = 0.

AAX]y) = (AX]y)
=(Tx|y) = (x| Ty)
= (X|uy) = u{Xly) dau reell
= @-pXly=0
= (X|y)=0. /

d. Monotone selbstadjungierte Operatoren

Lemmalll.4.15. SeiT =T* € L(E)undT >0 (d. h.(Tx|x) > 0V¥x € E). Dann gilt
KTXIpIP < (TXI%(Tyly). ()

Beweis: Wir definieren(x|y) = (T x|y) ¥YX yYE. (-|-) ist eine nichtnegative Sesquilinearform
aufE. Fur (-|-) gilt die Caucuy-Scawarz'sche Ungleichung:

I(XII> < (XIX) (yy),
denn durch Einsetzen der Definition haben wir

KT X2 <(TXIX)(Tyly). /
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Bemerkung l1l.4.8.Fur T = id ist (b) die Caucuy-Scawarz-Ungleichung im Hilbertraunte.

Satz lll. 4.16. Sei E ein Hilbertraum. An)nen S€i €ine monoton wachsende (d{BAy|X) <
(AmX| Xy ¥Yx € E¥Ym > n) und nach oben bescimkte (d. hdB = B* € L(E) mit A, < BYn € N)
Folge selbstadjungierter Operatoren Buf

Dann existiert ein selbstadjungierter, besatkter OperatoA auf E mit

Ax= lim Apx XeE,

n—oo

d. h. A, konvergiert stark gegef, A, — A.
Beweis: Seic := ||B||. O.B.d. A. seiA, > 0.
[lAll < Ma, < Mg =|B]|
SeiT = A - Anfurn>m = T > 0. NachLemma lll. 4. 15qilt:
KTXI )P < (TXIX)(Tyly)
= (A= AnXI PP < ((An = An)XI ) ((An = Am)y | )
= [I(An = AXI* < ((An = Am)XI X) ((An = Am)(An = Am)X| (Aq — Am)X)
<2¢]|(An—Am)XI2

Mit y = (An — Am)X
= [I(An — AmXI% < 2¢{(An — Am)X| X) = 2¢(¢AnX| X) — (AmX| X))

Die Folge (AnX|X))n konvergiert, ist also eine Cauchyfolge von Zahlen. Also #st) (eine
Cauchyfolge. Sei = limy_,. Anx. Wir definierenAx = y. Aus{AnX| X'y = (X| Anx’) folgt fur
n — oo:

(AX|X') = (X|AX) V¥x,X €E.

JAnX]| < clIXll = [|IAX] < c]|x||, also istA beschéankt und selbstadjungiert, nach Definition ist
Ax=limAyxVxe E. /

5. Kompakte Operatoren im Banachraum

a. Kompakte und vollstetige Operatoren

Wir rufen uns einige Eigenschaften von Teilmengen metrisctiami® in Erinnerung: Set
ein metrischer Rauniyl C E. M heil3trelativkompaktwenn jede Folgex;)ne VOn Elementen
ausM eine konvergente Teilfolgexg, ke in E besitzt.M heiRtkompaktwenn es eine solche
konvergente Teilfolge gibt, so dal3 der LimeshNhliegt. Wir konnen zeigenM ist kompakt
< M relativkompakt und abgeschlossen.

Beispiel 1.5.1. (i) E € {R",C"}. Mistrelativkompakt< M beschankt.M ist kompakt
< M relativkompakt und abgeschlossen.

(i) E sei Hilbertraum und nicht endlichdimensiondl.= { x€ E | ||x|| < 1} Einheitskugel
in E. U ist nicht relativkompakt:
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Beweis: Wahle Orthonormalsystefx,, n € N}. x, € U, aber
1% = Xmll® = 1%l + [IXull® = 2,
alsol|x, — xmll = V2 ¥n # m. (x,) besitzt keine konvergente Teilfolge. /

Seien im folgendele und F Banachaume.

Definition 111. 5. 1 (kompakt) Ein linearer Operatof : E — F heil3tkompakt<— T bildet
jede bescliankte TeilmengéVl C E in eine relativkompakte TeilmendggM) C F ab. V)

Definition 111.5. 2 (vollstetig) Ein linearer Operatof : E — F heif3tvollstetig,wennT jede
schwach konvergierende Folgg Y ausE (d.h.9dx € E : lim_,« f(X,) = f(X) Yf € E’) in eine
stark konvergierende Folge §n) ausF (d.h.3y € F : limp_ ||T X, — y|| = 0) abbildet. ©

Bemerkung I11.5.2. (i) Jeder kompakte Operator ist besafikt, denn jede relativkompakte
Menge ist besclimkt.

(i) Jeder vollstetige Operator ist bes@hkt.

(i) E =F = ¢2(N): id ist weder kompakt noch vollstetig, aber besuikt, denn id() (Ein-
heitskugel) ist nicht relativkompakt, aber besutkt. Sei &,) ein Orthonormalsystem.
Dannx,—0, aber idx, = x, konvergiert nicht.

(iv) WennT kompakt ist, istT vollstetig. (nicht ganz leicht zu sehen)
(v) E =F = /4N), T = id ist nicht kompakt, aber vollstetig.

Beispiel IIl. 5. 3. SeiE = C*[0, 1], || fll; := SURcpo.q | T ()1 +SURcoq |f/(B)I. F = C[O, 1], [Ifll, =
SUReo.17 I T(DI- T(f) == f. Dann istT kompakt.

Beweis: Fur f € E qilt:
X X
[f(x) - f(x)| = 'f f/(t) dt f 1dt‘ = [Iflly [x— X
X X

IT(Oll2 = Ifllz < [Iflly (5.2)
M sei beschiankt in €, ||-||1). Seic := supiy I fll;. Nach 6.1) und 6.2) gilt

<IIflly

(5.1)

[f(x) - ()| < c|x=x].
d. h.M gleichgradig stetig|f||, = |[T f|l, < ¢, d. h.M ist beschankt inF. T(M) = M erfullt die
Voraussetzungen vone&eLa-AscoLr. Jede Folge auB(M) besitzt eine gleichi@lig konvergen-
te Teilfolge, also eine ifr konvergente Teilfolge. /

Bemerkung IlI. 5. 4SooLev'sche Einbettungsdze)

HE(Q) —» HX(©Q), k<K istkompakt
H“Y(Q) > HX(Q) ist kompakt, fallshQ ein C1-Rand
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Kapitel I11. Beschrinkte lineare Operatoren im Hilbertraum

K (E, F) ist die Menge aller kompakten Operatoren des Banachr&imsien Banachraurf.
K(E) = K(E,E).

Lemmalll.5.3. SeiT € L(E, F), T vollstetig. dann isT stetig.

Beweis: Seix, — x. Dann gilt auchx,—x. DaT vollstetig existierty € F mit Tx, — y. Sei
feF,dannfoT e E. x,—x = f(Tx) » f(TYVFf e F,alsoTx—Tx. Mit T, > y
folgt f(y) = f(TXY) Vf € F/, alsoy = Tx /

Satz Ill.5.4. WennT kompakt ist, dann ist vollstetig.

Beweis: Angenommen] sei nicht vollstetig. Sexp—X, X, X € EundTx, / TX alsode >
O0VN 3dn> N mit||Tx, - TX|> e. Also existiert Teilfolge k) von (x,) unde > 0 so dald

[T - TX|>e

Mit Banach-Steinhaus: jede schwach konvergente Folge ist iesdhoBdA||x, || < 1 k. T
ist kompakt, also ist x, kompakt, da irl (B1(0)) enthalten. Also konvergiert oBdRX,,. //

Satzlll.5.5. (i) K(E,F) istein Unterraum des Banachraund¥E, F), ||-|)).
(i) AusBe L(E1,E), Ae L(F,F1), T € K(E, F) mit E1, F1, E, F Banachaumen folgt

ATBe K(E1, F1)

Der Beweis ist einé&Jbung.

Bemerkung Ill.5.5.SeiE = E; = F = F; Banachraum(ii) besagt dann: mi&, B € £(E) und
T € K(E) folgt AT Be K(E). D. h.K(E) ist ein Ideal in der Algebra (E).

Bemerkung IIl.5.6.WennT e £L(E, F) und dimT(E) < oo, dann istT kompakt.

Beweis: T(M) beschénkt: M in E ist beschankt inF und insbesondere iR; = T(E). Also ist
T(M) relativ kompakt im endlich dimensionalen Banachraem /

F(E,F) ={T € L(E,F), dimT(E) < oo} ist der Vektorraum aller stetigen linearen Operato-
ren mit endlichem Wertebereic#i.(E, F) € K(E, F).

Nach Satz III.5.5(i) folgt F(E,F) ¢ K(E,F). F(E,F) = {T € L(E,F), I(To)nex :
liMnoe IT = Trll = 0}. Im allgemeinen gilt wirklich

F(E,F) c K(E,F).
Far E und F Hilbertraume gilt allerdings
F(E.F) = K(E. F).

WennE, F Hilbertraume sind, dann ist € L(E, F) kompakt < T vollstetig.
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5. Kompakte Operatoren im Banachraum

Definition 111. 5.6 (transponierter Operator) Seienk, F Banachaume undrl € £(E, F). Wir

definieren
T'(f')(e) = f'(T(e)) ecE, f'eF’

e f/(Te istein lineares Funktional al. Es gilt
[f'Te <[t Imel < ||f'[|ITNel,

d. h. das Funktional ist stetig(f’) € E/,

f/

[Tt < ||

|1 =1

= T'e L(F’,E’) mit|[T!|| < ITIl. T* heiRt derzu T transponierte Operator. ©
Esqilt: T e £L(F'.E).
Satz lll. 5. 7 (von Scaavber). WennT kompakt ist, dann ist! auch kompakt.
Satz I1l. 5. 8 (von Riesz-Scaauvper). E sei BanachraunT € K(E) und 0+ A € C.
O Im(T - Aid) = (T — 2id)(E) ist abgeschlossen und
ker(T — Aid) = {xe E | (T —Aid)x=0}
ist endlichdimensional.

(i) (T — Aid) ist surjektiv < (T — Aid) injektiv (s. RRepnoLm’'sche Alternative) d. h. in-
homogenes Gleichungssystem ist bei beliebiger rechter $sltadl < das homogene
Gleichungssystemif (T — 4id) hat nur die triviale [bsung.

(i) E sei unendlichdimensionaler Banachraum. Dann existiert Nullfolgkeds komplexer
Zahlen mito(T) = {0, A; n € N}. Die Zahlena € o(T) sind Eigenwerte mit endlicher
Vielfachheit (wobeil # 0).

b. Kompakte Operatoren im Hilbertraum
Satz Ill.5.9. E sei Hilbertraum. Er T € £(E). Dann sind die folgenden Aussag&quivalent:
() Tistvollstetig, d.hxp—x = Tx, — TX
(i) Ausxp—xundyn—y = (TXlyn) = (TX|y).
(i) T ist kompakt.
(iv) T*ist kompakt.
Lemmallll.5.10. SeiT € L(E). Aus X,—xfolgt T x;—T x.
Beweis: Seiy € E. (Tx|y) = (| T*y) — (x| T*y) = (T x| y). /
Beweis (vorBatz I11.5.9: (iii)=(i) Satzlll.5.4

()=(iii) Seix, € E, |Ixnll < 1. Die Folge &-)nen besitzt eine schwach konvergente Teilfolge
(X Jkerrs d. h.Xp, —X. Nach(i) T X, — Tx Also istT kompakt.
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(iii) = (i)
(Txalyn) = (TXly) = (T X = TX[yn) + (T X[ yn — )
KT X0 [ yn) = (TXIL < IT %0 = TXlynll + KTy [ yn — )
Angenommen(ii) ware falsch. Dann existieren Teilfolgexy(), (yn) unde > 0 mit
KT % lun) — (TXly)| > VkeN (5.3)

Da T kompakt ist und die konvergenten Folgeq)(und (yn) beschankt sind, existiert
Teilfolge (xn, Jren Mit T X, — T X, genauer:

Xy, — v,
daxn, — xund nach.emma lll. 5. 10T ¥, — Txfolgt Tx = y.

<[ =T [lynl

—0 <c
daynkr -y

+ (T x1yn, - )
077

-0
dayn, —y

(T, Tyn, ) = (T X1

Die rechte Seite geht gegenirt — co. Die linke Seite ist aber ¢ nach £.3). Das ist
ein Widerspruch, also gilii) .

(i) =)
ITX = TXZ = (Tx = TX| TX - TX

:<Txn|Txn—Tx>—<TX|Txn—Tx> (5.4)

Yn Yn

Es giltyn = Tx, — Tx Weil x,—=xundT € L(E) folgt nachLemma III. 5. 10T x,—=T x.
Also gilt y,—0. Nach(ii) gilt
(Txalyn) = (TX|0) =0
Welil y,—0 gilt (y |yn) — 0. Nach 6.4 qilt ||[Tx, — TX| - 0,d. h.Tx, —» Tx
(i) & (iv) Z.z.: T kompakt < T* kompakt. ZeigenT* kompakt= T kompakt. Sei
Xn € E, Xl < 1. Wir zeigen:T x, besitzt konvergente Teilfolge. DB € L(E) und T*
kompakt, folgtT*T € K(E) (Idealeigenschaft). Also existiert eine Teilfolgg,)ken und
y € EMitT*T(Xy) — v.
2
”T)q'\k - TXW” = (T (X, = %) | T(Xn = X))
= <T*T(Xnk - Xn|) | Xnk - Xn|>

< T T =TT |

Da (T*T X, ke Cauchyfolge ist, ist auchil(x,, )kery Cauchyfolge. Also konvergiert(x,,)
im Hilbertraum, d. hT ist kompakt.

SeiT kompakt. Dal = (T*)* ist nach ebef* kompakt. /
9.1.06
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5. Kompakte Operatoren im Banachraum

C. Hieert-ScHmiptscher Entwicklungssatz

Satz Il. 5. 11 (Husert-Scammrscher Entwicklungssatz) E sei unendlichdimensionaler sepa-
rabler HilbertraumT sei ein selbstadjungierter, kompakter Operator. Dann existieren eine Null-
folge (An)new € RY und ein NOSen}nen von E mit

TX:Z/ln<x|en)en VxeE (5.5)
n=1
Ten = Anén (5.6)

Bemerkung IIl.5.7.Fir X,y € E sei X® y)z = (z|X)y ¥z € E. Esistx® y € L(E) mit
IX® yll = [IXlllyll. (5.5 besagt dannl = 3°; Anen ® ey (in starker Konvergenz).

Lemmalll.5.12. SeiT € L(E) vollstetig und selbstadjungieffT|| oder—||T|| ist dann ein
Eigenwert vori.

Beweis:DaT = T~ ist, gilt [[T|| = supy.=1 KT X| X)|. Daher existieren eine Folg&n)neay mit
X0l = 1¥n e Nunda € R mit (T X, | Xn) — @, |a| =||T||. DaT kompakt, gibt es eine Teilfolge
(X ke Mit T Xy, — y € E.

(T = @id)Xa||* = (T X, — @, | T X — @%,)

2
= [[Txa|” + @ x| =20 (T % 130,
N——

=1

<ITIP + _0?_ =20(T x| Xn) = 20TIR = (T, | X))
=TI
— 2(ITI?-e?) =0
Xy = —(T—a)Xn + TX, 2 0+y =y

Wenne = 0, dann|T|| = 0, alsoT = 0 und die Behauptung ist trivial.if o # O gilt X, — g
und damit T — @)X, — 0. Weil T stetig ist, gilt T — &)Xn, — (T - a)% = 0. AlsoTy = ay,
a = ||T|| odera = —||T||. /

Beweis (vorbatz I111.5.1): Seid # 0 ein Eigenwertvo, E; :={xe€ E | Tx= Ax} sei der
zugeldrige EigenraumT (Ug,) = AUg, mit Ug, Einheitskugel vorE, ist relativkompakt, weil
T kompakt ist, also ist dirk; < oo.

Seiena, A’ zwei verschiedene Eigenwerte vonai # 0 # A’. DaT selbstadjungiert ist, gilt
E, L Ey. Wir wahlen aus jedem RauBy, eine ONB. Die Gesamtheit dieser Vektoren ist NOS
{en | nel}mitl = Noderl = {1,...,N}. SeiH; der von den Vektorem,, n € | erzeugte
abgeschlossene lineare Teilraum EreEs gilt T, = Anen, also

S S
T [Z a’rer] = O(r/lra S H]_.
r=1 r=1

————
eH;

Also T(H;) € Hj.
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Behauptung:T(H;") € H;.

Beweis: Seienx € Hy, y € H{ . (TX|y) =0=(x|Ty). AlsoTy L H1 = Tye H}. /
H; ist auch Hilbertraum. Sef; € L(H}) mit Ty = Ty, y € Hi. Ty ist dann vollstetig und
selbstadjungiert aufl;".

Behauptung:Tiy = Ty = 0y € Hy.

Beweis: WareT; # 0, dann||T4|| # 0. NachLemma lll. 5. 12hat T, einen von O verschie-
denen Eigenwert @mlich||T4|| oder—||T4|]) = T hat von 0 verschiedenen Eigenwgnnit
Eigenvektorz € H". Nach Konstruktion geirt z zu H; und Hy, alsoz = 0, ist also kein
Eigenvektor;. = T, =0. /

E hat VNOS{ e, fi | nel, i e J}, wobei{fi} VNOS vonH;. Seix € E. Dann

X=Z<X|Q1>Q‘|+Z<X|fi>fi-

DaT stetig ist, gilt

Tx= > (xlenTen+ » (x| f) T,
n i -0

alsoTx = Y, An {X| &) en. Wenn|l| < oo, S0 erginze dige,} durch Hinzunahme von Basisele-
mentenf; zu einem NOS e, | n € N }. Dann gilt

Tx= ) An(X|en)en,

n=1
wobeidnig =... = Ans17=...=0.
Behauptung:limp_e 4n =0

Beweis: Angenommen, die Behauptung sei falsch. Duttiergang zu einer Teilfolge kann
man 0.B.d.A. annehmen, da@ — A # 0. Te, = Anen, |Anl > 4 frn > no. &n = 4;'Te, =
T(/lglen) fur groRe<c. |len]| = 1, 0.B.d.A.ey L e, furn # m. e, € T(cUg), also ist die

————
ecUg

Menge{e, | n € N} ist nicht relativkompakt|(e, — emll = V2, n# m 4 zuT kompakt). /
Damit .
Tea= g An (& | €n) €n = Ak&
N——
n=1 Skn //

d. Anwendung auf H iLBERT-ScHmiDT'sche Integraloperatoren

M sei Gebiet IimR" oder Abschlul} eines Gebietes}. u sei das lesescue-Mal aufM.
E = L%(M, ). K(-, -) sei L-meRbare Funktion add x M mit

f f IK(t 912 du (1) dhar(9) < oo (5.7)
MJIM —

duc(t.9)

Wir definieren Tk f)(t) = fM K(t,s)f(S) duc(s) fur f € L2(M, ) = E. Aus (.7) folgt (wie
friher): Tk € L(E). Es sei noclK(t, s) = K(s,t) Yt, se M. Dann istTk selbstadjungiert.
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5. Kompakte Operatoren im Banachraum

Bemerkung lll. 5. 8.Aus (5.7) folgt: Tk ist kompakt.

Beweis: SeiH = L%(M x M, u). Nach 6.7) gilt K(-,-) € H. DaE unendlichdimensionaler und
separabler Hilbertraum ist, besi&tein VNOS{pn(t) | n € N} =

{onm(t, S) = en(pm(s) | n,Mme N}

ist VNOS fur H. DaK € H gilt

K(t, 9) = Z anmenm(t, S) = Z anmen(t)em(9).

n,m=1 n,m=1

Seikn(t, 9) = XN . anmen(t)em(s). Ky erfilllt auch 6.7).

nm=1

N
(T = [ Kt 918 = ] anman®| [ (199 e Linte.....om

nm=1
Tk, (E) ist endlichdimensional. D&k, € L(E) ist Tk, kompakt.

((Tk = Ti) OO = fM (K(t.9 - Kn(t, 9)f(9) du (9

2
duL (1)

Tt =Tt = [ |[ ka9 - Kutt )T

%L(ﬂm@g—mmﬁﬁwuﬂ(&u@quﬂdmm
(Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

= [IK = Knll? 112

2(M><M)|
= [Tk = Ty < 1K = KnllLzguxmy — 0 weil Ky — K in L2(M x M). Daraus folgt
[Tk = Ty = ©.

DaTk, kompakt (denn dink,(E) < ), folgt nach fiiherem SatZ k ist kompakt. /
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Kapitel IV.

Das Spektraltheorem f Ur beschr ankte
selbstadjungierte Operatoren

Motivation

(i) Aus der linearen Algebra wissen wir: Sei= C", (X|y) = Yp_; XJk- Seill € Mp(C). Fir
X=(X1,..., %)+ € C"seiTy(X) = Ax. Dann istTy € L(E). Seiay = ax Yk, 1 =1,...,n.
Dann ist2 hermitisch, alsdl'y selbstadjungiert. Nach dem Sather die Hauptachsen-
transformation existieren Eigenwerltg, ... A1, von 2 und ein NOS aus zugékigen Ei-
genvektorerey, ..., e. {€1,..., &) sind ein VNOS, d. hx = ¥}, (x| &) & und

n n
Tax = Ax = ) (x|@) Ae = > A(e @ @)X
k:1 :/lk k:l

Also!

n
Ta= ) Ak &®&
N——

k=1 eindim.
Projektionsop.

Also haben wifTy = Yp_; APk mit PPy = 0 vk # I

(i) Wir haben den Haert-Scamipr’'schen EntwicklungssatzS@tz 111.5.1). SeiT € L(E)
vollstetig und selbstadjungierfE sei separabel und unendlichdimensional. Dann existie-
ren ein NOS €,) und eine reelle NullfolgeA;) mit

T =i/lnen®en
n=1

DasProblemist nun, daf? wir eine Verallgemeinerurig beliebige besclnkte selbstadjungier-
te Operatoren im Hllbertraum suchen. Ziel wird sein:

T:fab/ldE(/l)

mit geeigneten Projektords(1). (Das ist ein Operatorwertigesdann-SrierLties-Integral.)
Wir werden bekommen:

(x®y)z=(z|X)y
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1. Spektralscharen

() Strukturtheoremifr selbstadjungierte Operatoren

(i) Funktionf(T) = f f(1) dE(1) definiert und untersuchbar (aber eventuell nicht explizit
ausrechenbar), z. B

1. Spektralscharen

a. Definition und Beispiele

Definition IV. 1. 1 (Spektralschar) H sei Hilbertraum. Ein&pektralschaaufH ist ein System
{E(Q) | 2 € R} von Projektionsoperatoren adf mit

() E(11) < E(12) Y21 < A2 € R (Monotonie)
(i) lim - 20+0 E(A)x = E(10)X VAo € R VX € H (starke rechtsseitige Stetigkeit)

(iii) 1M 10—c E()X = 0 und lim_e E()X = X VX € H. 0

Bemerkung IV. 1. 1Andere Terminologie: Zerlegung der Eins. Dasgt zusammen mit dem
Begriff Spektralmall.

Definition IV. 1. 2 (beschénkte Spektralschar) Sei{E(1) | A € R} eine Spektralschar. Es gebe
a,b € R mit E(a) = 0 undE(b) = id. Wegen(i) folgt: E(1) = 0¥A <aundE(1) =id VA > b.
Dann heil3t die Spektralschiaeschrankt. v

Beispiel IV.1.2. (i) Sei (n)nen €ine reelle Folge undPg) sei Folge von Projektionen auf
dem HilbertraumH. Es gelteP,Pm = 0VYn £ mund )7, Pox = xVXx e H.

E(1) = Z P, VAeR
An<Aa

Dann ist{E(1)} eine Spektralschar.
Die Monotonie ist klar (es id®, > 0). E(1) ist Projektionsoperator, d&,Py = 0VYn # m:

(E@?=| >, Pn [ D Pm]z > PPn= > PE= Y Py=E()

n: Ah<4 m: Am<A4 n: Ap<A4 n: Ap<A4 n: An<4
m: Am<4
*
EQ =] Y. Pal = D) Pi= > Pa=EW)
n: An<A n: An<A n: An<A

= E(1) Projektion.

Zur Rechtsstetigkeit: Seie H. Dann gilt},” ; Pax = X nach Voraussetzung. Mit Pytha-
goras folgty;y ; [IPnX|I? = [IXI[%. Seie > 0. DannIK(g) € N mit Ty o) IIPkXI* < £2. Sei
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Ao € R. Wahled > Ao derart, daB keine der Zahlan, .. ., Ak in ] Ao, 4] liegt.

2
||(E(/l)_E(/10))X“2: [Z Pn— Z P,—]X
n: Ap<A r: <4
2
= [ D Pn)x = D, PP
n: Ag<An<Aa n: Ap<An<A4
< Z IPXZ<e  VYig<a
k>K(z)
Zu (iii)
IX= EQ)XP = > [IPaxIP (#)
n: An>A4
, 2
[EQ) = > lIPax (®)
n: Ap<A

Wahled, 2’ so, dall’ < Ay,..., Ak < 4. Dannist )< &2 und @)< &2, d. h.

lim E()X = X, Alim E(Q)x=0.

A—00

(i) Seiena < b e R. u sei ein MaR aufa, b], H = L%([a, b] , x). Wir definieren
(E D) = x1-coq(®) () VAeR, feH.

€1(t) == x]-0,1(1). {E(2)} ist Spektralschar auHi:

(EQTIf) = f[ €40 1070 )
>0

< f(t) F (1) du(t
<f[ab]eA2 T du(t)
=(E(1)f | f) YA1 < A2

eﬁ =€y, €, = €, also istE(1) Projektor. kirA < aistE(A)f =0, furA > bistE()f = f,
also ist{E(1)} beschéankt. v

b. Einfache Eigenschaften

(i) Seildp € R. DaE(1) monoton wachsend ist und bes&hkt (< id), existiert der Grenzwert

lim E(1
o B

in der starken Konvergenz, d. h. es gibt einen begdkten OperatoE(1g — 0) mit E(1g —
0)x = lim 5 4,-0 E(2) X%, E(1o — 0) ist auch Projektion uné(u) < E(1g — 0) < E(4o) fur
u < Ag.
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1. Spektralscharen

(i) Wir definieren Spektraloperatoreiarfintervalle:

E([,u]) = E() - E(1-0)

E(J4, u]) = E() - E(Y)

E([4,u[) = E(u-0)-E(1-0)

E(4, ) = E(u - 0) - E(1) Vi<peR

Es seil eines der obigen Intervalle. Dann i&fl) auch ein Projektionsoperatds, |
seien zwei solche Intervalle. Es gilt:

inlh=0 = E(|1)E(|2)=0,

d.h.E(I)H L E(I)H.

c. Operatorwertige S TIELTJES-INtegrale

Sei{ E(1) | 1 € R} beschéankte Spektralschar. (Dann existiemnM € R mit E(1) = 0V <
m, E(1) = id Y4 > M.) Seib € R fest mitb < m. u(2) sei Borelfunktion aufb, M]. Ziel
ist es,fu(/l) dE(2) zu definierenu(l) sei beschiinkt. O. B. d. A. seu() reellwertig, denniir
u(1) = ug(2) + iuz(4) mit uy, up reellwertig, definiere

M M M
fb u(l) dEQY) = fb () dEQD) + i fb () dEQ).

Fall 1. Seiu(1) stetig auf[b, M]. 3 sei eine Zerlegung des Intervalles= [b,M]. b = {5 <
... <th =M, 53 = maxicken [tk — tk-1]. Wahle&y € Jti_1, t]. Wir definieren dieZwischensum-
me:

(U, 3) = ) UE(E(t) - E(t-v) € L(H)
k=1 =E(lt1.4])

Man kann zeigen: Es gibt einen besahkten Operatof, mit lims, 0 S(u, 3) = Ty in der
Operatornorm, d.h¥Ye > 0 36(¢) > 0 derart, dalS(u, 3) — Tull < ¢ ¥V Zerlegunger3 mit
03 < d(¢) und bei beliebiger Wahl der Teilpunkég € [t-1. t] (Beweis analog zu skalarem Fall
mit Satz von Gnror). Wir schreiben dann

M
Ty = fb u() dEQY).

DaE(1) =0V < bist T, unabfangig vonb. Man schreibt auch
M
Tu= f u(2) de(Q).
-0
Insbesondere gibt es

M
Ty, = f AdEQ)  fur uo(d) = A
-0
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Fall 2: u(Q) sei beschinkte, reellwertige Borelfunktion auif
Lemma IV. 1. 3 (stetige Sesquilinearformen) (i) FurT € £L(H) sei
Br(Xy) =(Txly) VYXyeH.
Bt ist dann eine SesquilinearfofraufH x H mit |Br(x, )| < ITIIIXI| Iyl ¥YX y € H.
(i) SeiB Sesquilinearform aufl x H. Es gebec > 0 mit
B, »)l < cliXilliyll  Yx,yeH (1.1)
Dann3a!' T € £(H) mit B= By, d. h.
B(x,y) =(TX|ly) VYxyeH.
(i) B sei Sesquilinearform unel> 0. Wenn|B(x, X)| < c||x||> ¥x € H, dann
IB(x, y)l < 4cliXllllyll Y yeH
Beweis: (i) folgt aus GucHy-ScHWARZ.
(i) Seix e H fest. DefiniereFy(2) := B(x, 2). Fy ist linear aufH.
IFx@| =[B(x. 2| <clixllldl VzeH  nach(.1)
Also ist Fy stetig, nach deratz |. 4. 113x’ € H mit Fy(2) = (z| X') = B(x, 2)
B(x,2 =(X'|2) VYxeH (1.2)

Die Zuordnungx — X’ ist lineare Abbildung vorH in H. Wir definierenT(x) = X'.
Dann:B(x,2) = (T x| X) Yx,y € H nach (L.2).

IB(x, TX| = KTX| Tx| = [TX* < clIX[[TX] nach (.1)
ITX <clx|| Yxe H, alsoT € L(H).
(iii)
4B(X,y) = B(X+y,X+y) - B(X—y,X—y) +iB(X+ iy, X+ iy) — IB(X— iy, X — iy)

A1B(x, )| < (X + yl? + X — y* + [x + iyl + X~ iyl?)
Seien||x|| < 1, llyll < 1

<c-4-22
IB(X, y)| < 4c
= [BXy)l <4c|Xlliyll VYxyeH /

2Eine Sesquilinearform ist eine Abbildu®y H x H — C mit

B(AXy + X2, y) = AB(X1,y) + B(X2, y)
B(X, Ay1 + y2) = AB(X, y1) + B(X, y2)
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1. Spektralscharen

Seiu(1) wie oben. Wir definieren

M
B(x, ) = fb uC) d (EC)X] )

RiemaNN-SrieLTies-Integral

M M
2=%(fb U(ﬂ)d<E(ﬂ)(><+y|,X+y>—fb u() d(EQ)(X - y) | X — 1)

M

M
Jrifb u(ﬂ)d(E(/l)(x+iy)|x+iy)—ifb u(ﬂ)d(E(/l)(x—iy)|x—iy>)

A (E(2)z] 2) ist monoton wachsende FunktidBist dann eine Sesquilinearform adfx H.

M
IB(x, X)| = ‘ fb u() d(ECDX] %)
seilu()] < K VA e [b, M

M
st d({E(D)X]|x)
b

= K(E(M)x| x) — (E(b)x]| X))
id 0
= K|XI> VYxeH

Nach Lemma IV. 1.3(ii) und (iii) existiert eindeutig bestimmter Operatdy € L(H) mit
B(x, y) = (TuX|y) ¥YX,y € H. Nach der Definition vorB gilt

M
(Tuxly) = fb U() d (EQ)X] ). (1.3)

Wir schreiben

M M
f u() dE() = f u() dE(Y) = T
b

m-0

Dann gilt nach Definition:

<( fm“_Ao U IEW)x y> ~ (Tuxl)

M
:f U d(E()x|y) YxyeH nach (.3

m-0

Man sagt: Das Integraﬁm'\f0 u(1) dE(2) existiert im schwachen Sinne.
Es gilt nun fir reellwertigeu():

M M
<(f u(/l)dE(/l))x|X> :f U d(EQ)X|xy e R V¥xeH,
-0 0

also istfm'\fo u(1) de(2) selbstadjungiert und besémkt. Insbesondere gilﬂio AdE(Q) ist be-
schiankter und selbstadjungierter Operator.
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2. Funktionalkalk Ul beschr ankter selbstadjungierter Operatoren

Im folgenden seT ein beschiinkter selbstadjungierter Operator &lf

a. Zwei Lemmata

Lemma IV. 2. 1 (Spektralabbildungssatzif Polynome) Fir p(x) = Zﬁzoanx” sei p(T) :=
K oanT", wobeiT? := id. Dann gilt

a(p(T)) = p(o(T)) ={p(2) | A1€c(T)} V Polynomep.

Beweis:, 2": Sei A € o(T), da das Polynonp(x) — p(1) fur x = A Null ist, existiert Polynom
g(x) mit p(x) — p(2) = (x - )q(x). Damit

p(T) — p(d)id = (T — 2id)q(T) = q(T)(T — Aid). (2.2)

Warep(1) € p(p(T)), dann folgt aus4.1):
(p(T) — p(2) id)2q(T)(T - Aid) = id d. h. AT - 2id) = id (2.2)
(T - 2id)q(T)(p(T) - p(2)id)~* = id d.h. T-2id)B=id (2.3)

A(T — 2id)B = B= Anach @.2) bzw. (2.3). Daraus folgt
JAe L(H): AT -2id)t=(T-2id)tA=id

alsoA € p(T) Widerspruch, damip(2) € o(p(T)).
,C00.B.d. A seideg > 0. Seid € o(p(T)). Wir schreiben

P(X) = A = an(X = A1)(X = A2) - - (X = A1)
= p(T)—-2id = ap(T — 22 id)(T — A2id) - - - (T = Anid)

Angenommeny; € p(T) Vi € {1,...,n}. Dann sinde alld - 2; id invertierbar, als@(T) — 2id
invertierbar, damift € p(p(T)) im Widerspruch zu € o(p(T)). Also gibt es ein mit A; € o(T).
Damit p(1i) € p(o(T)) = p) -1 =an(di—A1)--- (4 — An) = 0. Also gilt 2 = p(1;) €
p(o(T)). /7

Lemma IV. 2. 2 (Erweiterungssatz vo ierze). Sei M eine abgeschlossene Teilmenge eines
metrischen Raumes. Seiena,b € R, a < b. Seif: M — [a, b] eine stetige Abbildung. Dann
existiert eine stetige Funktioh: E — [a, b] mit f|y = f.

Beweis: Siehe j, J
Idee: Man gebd direkt an und zeige Stetigkeit. /

Korollar IV. 2. 3. SeiM abgeschlossene Teilmenge Janb], a,b € R, a < b. Dann liegen die
PolynomeC[x] dicht im Banachraumd(M), || f||) mit ||f|| = supepm | T (L)

Beweis: Sei f € C(M). NachLemma V. 2. 2gibt es eine stetige Fortsetzufige C([a, b]) von
f. Nach Satz von \erstrass gilt Ye > 0 dp, € C[X] mit

[f)-p([ <& Velab].
Also[|f = pll < gin (C(M), [I1])- /
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2. Funktionalkalkiil beschrinkter selbstadjungierter Operatoren

b. Stetiger Funktionalkalk Ul fir beschr @nkte selbstadjungierte Operatoren

SeienH Hilbertraum, T = T* € L(H). C[T] sei diex-Algebra Qefinition III. 1. 3) aller Polyno-
me p(T).

Satz IV. 2. 4. Die Abbildung
®g: C[X] — C[T]
p(x) = p(T)
ist ein Homomorphismus vorAlgebren.

Beweis: Nachrechnen (Veréglichkeit der Operationen, -, *) /

Lemma IV. 2. 5. Es existiert genau eiitHomomorphismus de2*-Algebra Qefinition l1l. 1. 5)
C(o(T)) in dieC*-Algebra£(H) mit ®(1) = id, ®(x) = T.

Beweis: (i) ExistenzSei®qwie in Satz IV. 2.4 seip € C[x]. Dann gilt:
1Do(P)II” = [[@o(p)* @o(P)|| = Po(BP)ll Do ist Homomorphismus

=sup{ || | 1€ o(®o(Pp)} nachSatz Ill.4.11

=sup{ |4l | 1€ o(p(M)p(T))}
=sup{|d | 1€ pp(c(T))} nachLemmalV.2.1

{
{
= sup{ [pG)P()| | 4 € o(T)}
{
{

sup| 1P | € o(T)}
sup{ 1)l | 1 € o(T) ¥ = 1Pl

Also: || Do(p)Il = ||p(T)||£(H) = |Ipllg(e(ry)- Also ist @g stetig. Daher gibt es eine Fort-
setzung® von @q auf C(o(T)) nachKorollar 1V. 2. 3. @ ist x-Homomorphismus und es
gilt

lo(H))ll =1Ifll Vf e Clo(T)).

(i) Eindeutigkeit:Seien®d, ® zwei »-Homomorphismen mi®(1) = ®(1) = id und d(x) =
®(x) = T. Dann giltd(p) = (p) = p(T) Vp € C[x]. ® und ® sind stetig.C[X] ist dicht
in C(o(T)) nachKorollar IV. 2. 3. Dann folgt abe(f) = ®(f) Vf € C(o(T)). /

LemmalV.2.6. SeiA € L(H) normal,u € o(A). Genau dann existiert eine Folge Xmen Mit
Xn € H, |IXqll = 1 derart, dal3 lif,o (A — uid)xy = 0.

Beweis: Dies folgt ausAnormal & (u€p(A) < Jc>0: ||(A-uid)X| > c|IX| Vx e
H). Das beweist man mit Methoden vom Satz vom abgeschlossenen Graphen. /

Satz IV.2.7. (i) If(MI = lIfllgemy Y € Clo(T)) mit f(T) = @(f).
(i) Wennf(t) >0Vte o(T), f eC(o(T)), dannistf(T) > 0 in L(H).

(iif) Jeder Operatof (T) mit f € C(o(T)) ist normal.
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Kapitel IV. Das Spektraltheorem fiir beschrénkte selbstadjungierte Operatoren

(iv) o(f(T)) = f(o(T)) = { f(Q) | 1€ 0(T)} (Spektralabbildungssatziff stetige Funktio-
nen)

Beweis: (i) Wurde inLemma IV. 2. 5gezeigt.

(i) Seif(t) > 0Vt e o(T). Dann gibteg € C(o(T)) mit g(t) € R Vt, g(t) > 0, g(t)? = f(t) Vt.
Dann gilt
(F(T)x1% = (g(T)?x| x) = (g(T)x| g(T)x) > O¥x € H

(i) f(T)*f(T) = o(f) d(f) = O(f*- f) = O(f - f*) = O(F)D(f)* = f(T)f(T)*.
(iv) Seiu € o(f(T)). Angenommeny ¢ f(o(T)). Seig(t) = (f(t) — )L, t € o(T). g ist
stetige Funktion aud(T), o(T) ist kompakt, d. h. abgeschlossen und be&ckt. Es gilt

gO(f) —p) =1=(f() - ) () Vteo(T).
@ ist Homomorphismus, alsg(T)(f(T) — uid) = id = (f(T) — uid)g(T), wobeig(T) €
L(H), damit giltg(T) = R,(f(T)) = u € p(f(T)) im Widerspruch zw € o(T).
Zu,2":Seid e f(o(T)), alsod = f(u), u € o(T). Zu zeigen € o(f(T)). C[X] ist dicht
in C(o(T)) nachKorollar IV. 2. 3. Also gibt es eine Folgept)nen, Pn € C[X] mit
ph= f auf C(o(T)). (2.4)

Da|lpn(T) = f(T)Il = lIpn — fll nach(i), folgt
N e’
D(pa—f)

pn(T) = (T) in Operatornorm. (2.5)

Es giltu € o(T), alsopn(u) € o(p(T)) hachLemma IV. 2. 1 NachLemma IV. 2. 6gibt es
eine Folge Xm)men Mit

(Pn(T) = pn(w) id)Xm — 0. (2.6)
Es folgt:

I(F(T) = Aid)Xmll = [I(F(T) = Pa(T)Xmll + 11(Pa(T) = Pr() id)Xmll + lIPn(u) id - f () id]]
< [IF(T) = Pa(DI + I(Pa(T) = Pn())Xmll + [IPnlu) = F )

-0 (2.5 -0 (2.6 -0 (2.4)

-0 //

Also || f(T) — 2id)Xm|| — O fur m — oo. Nach der Umkehrung des Lemmas folgk
o (F(T)).

c. Das Spektraltheorem

Satz IV. 2. 8(Spektraltheorem) SeiH ein Hilbertraum,T € £(H) selbstadjungiert. Es seiem
untere undv obere Schranken von.
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(i) Dann existiert eine Spektralschdi(1)} ,cr Mit

E(@ =0 Ya<mundE(b)=id Vb>M (2.7)

u(T) = f . u()dE() VYue C(o(T)) (2.8)
m’\—AO

Insbesondere gilt: T :f AdE(Q) (2.9)
m-0

(i) {E(A)}rer ist durch €.7) und @2.9) eindeutig bestimmit.

Beweis: (i) 1. Schritt: Konstruktion der Spektralschar

Seiend € R und
1 furt<a
gan(t) =31-nlt-2) furd<t<a+3ivneN
0 furt> 1+ %

Dann giltg,n € C(R) und weiter

1> gin() = gania(® >0 VteR
= d>gin(T)=2g1n+1(T) >0 VT € L(H) (Eigenschaften des Funktionalkéalk)
gan=9in = gan(T)=gan(T)

{ga.n(T)}nerv ISt monoton fallende, bescmkte Folge selbstadjungierter Operatoren. Die-
se Folge konvergiert in der starken Konvergenz gegen einen selbstadjungierten Operator
E(1), d.h.

E()x = r!im gan(T)X.
Aus

gazn() < gan(®)? < gin(t) VteR folgt
gaon(T) < g}’n(T)z < g.n(T), mitLimes in starker Konvergenz:
E() <EW?<EW = EQ)=EQ)?

(Benutzeg? (T) = gan(T)gan(T) = gan(T)?.) DaE(1) = E()* und E(1) = E(1)? ist
E(2) Projektionsoperator.if A < mist g n(t) = 0Vt € o(T) und grol3es. Damit ist
gan(T) = 0undE(12) = 0. Analog giltE(1) = id furA > M. FurA < u gilt g, n — gak > 0
falls <-4, also

EQ-EW)>0 = E)zEQ.

D. h., wir haben die Monotonie voiiE(1)}.cr gezeigt.
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Zur Rechtsstetigkeit: Sei> 0. Dann gilt:

IE(@ + &) — EQ) X|” = (E( + &) — EQ))X] (E(A + 8) - E())X)

Projektion, da
E(1+&)>E(2)

= ((E( + ) - E())*x| X)

= ((E(A + &) — E())xI %)

< {(Ga+en(T) = E)XIx)y  denn(E(A + &)X| X) < {garen(T)X] X)
= {(ga+en(T) = gan(MNXIX) + {(gan(T) — E(Q))X| %)

< 5D [n(T) = 1D IXP + (gan(T) - EOIX1

<6 furn>ns

=ng, falls ne<1
Wir fixieren einn > n; und wahlen fir diesesh ein gy > 0 mit neg ||X||2 < 5. Dann gilt
IEQ + &) — EQ)XPP < nelIXl>?+6 <25 VY0< &< ep,

d.h.
lim E(1+&)x=EQ)x
&—+0

2. Schritt:

Sei 3 eine Zerlegungty < m<t; < ... < t, = M. O.B.d. A. seiu reellwertig. Nach
Lemma IV. 2. 2kann man o. B. d. A. annehmen, da& C(R). Seien

m = _inf _u(t), M= sup u().
teti—a,tisa] tefti-1,tia]

.....

m (gti,k - gti—lak) < u(t)(gti,k - gti—Lk) < Mi(gti,k - gti—l,k)
~— ————
>0

fur hinreichend grof3ke (O.B. d. A.tj + % < tiz1). Dann gilt auch

m(gti,k(T) - gti—l,k(T)) < u(T)(gti,k(T) - gti—l,k(T)) < Mi(gti,k(T) - gti—l,k(T))

Wir bilden den Grenzwertifr k — o in starker Konvergenz:

my(E(t) — E(ti—1)) < u(T)(E(t) — E(ti-1)) < Mi(E(ti) — E(ti-1))

n

u(T) - S(u, 3) = u(T) - ) u(&)(E(t) - E(ti-1))
=1

= > (u(T) - u(&)) (E(t) - E(t-1))
=1 ——— e
=AE;
wegenyL, E(t) — E(ti-1) = E(tn) — E(to) = id -0 = id. Weil mAE; < u(T)AE; < MiAE;
folgt

u(T) - S(u.3) < > (Mi - M)AE; < §(U)id.
i=1
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Analog folgert man-(u(T) — S(u, 3)) < §(u)id. Q = u(T) — S(u, 3) ist selbstadjungiert,
also folgt

lu(T) = S(u, 3)Il < o(u),
denn|lu(T) - S(u, 3)Il < max(mg|,|Mg|). Da u gleichméBig stetig ist aufa, b] (Satz
on Cantor), gibt es¥e > 0 eing, > 0 mit |u(X) — u(X)| < ¢ falls [x - X| < 6.. Wenn
[tii1 — ti_a] < &e Vi, dannd(u) < € und damit

Iu(T) - S(u, Il < &.

(i) Seil{E()}.cr Spektralschar,iir die 2.7) und 2.9) gelten. Dann ist miT = fm'\fo/ldE(/l)

S(3) = ) & (E(t) - E(ti-1))
i=1 =AE; Proj.
5{irl108(3)x =Tx

S(3)™ = (Zn: & AEi] = anfimAEi,
= =

0 e
dennAEAE; = {AE ) * J_.Also
i 1=
M

lim S(3)™x=T"x, d.h.T™ :f
(53—)0

m-

AMdE(1)
0

M
dljrg()S(g)fﬂx: f _O/lde(/l)
M
= pT)= . p(4) dE(1) Vp e C[X]
M

(P(T)x|y) = p(A) d(E()X|y) VX ye€H.

m-0

Durch Greniibergang folgt

M
W(T)x|yp = f W) d(EWXIY)  Yue CE)

m-0

Waren{E(1)} und {E(1)} zwei Spektralscharen mi2(7) und (.9). Nach dem eben ge-
zeigten Schlul’ gilt:

M M B
Wrxin) = [ udEWXIn = [ und(EWxly) vuecr)
— ~—— ——

m-

MaR MaR
Setzex = y, d?nn folgt(E(-)x|X) = <I§(-)x| x> als MaRe. D& und E rechtsstetig sind
undE(—o0) = E(—o0) = 0 folgt
(E()X|X) = <[§(/1)x| x> vx e H
Mit der Polarisierungsgleichung folgE(2)x|y) = (E(ﬂ)xly) ¥x,y € H, damit also
E(1) = E(1) Y1eR. /
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d. Spektrum und Spektralschar
Satz IV.2.9. SeiL(H) > T = T* mit SpektralschafE(1)},cr. Seilg € R.
(i) 1ep(T) & de=¢3,>0mMitE(Q) =E(1g) VA: [1 -0l <&

(i) 20 €0op(T) < E(10-0) # E(10). Ist dies erilllt, dann istE(1o) — E(1o — O) der
Projektionsoperator auf dem Rayme H | T(X) = AgX }.

Beweis: (i) Seildg € p(T). Dap(T) offen ist, existiere > 0 mit |2 — Ag] < 26 = A € p(T).
Seil < eund|a - Ag| < &. Dann folgt

gan(t) = gon(t) Vte o(T)
= gan(T) = gaon(T) | lim
= E(1) = E(10).

Sei jetztE(1) = E(1p) VA € R, |1 — 10| < &. Wir wahlena,b €e Rmita < 1 — ¢ <
Ao+ & < b, M1 < b, a< mr. Dann gilt

0—¢& b
u(T) = f ) u(1) dEQ) = f ! u(1) dEQY) + L u(2) dE(2).

-0 ote
L flr|t— o> e
Seig(y := {Th o Aol
=2 furjt-Agl<e
A &
It — Ao > gist f(t) = 1.

. Dann isty(t) stetig aufR. Seif(t) = (t — Ag)g(t). Fur

0—& b
£(T) =fﬂ 1dE(/l)+‘L‘ 1dE(1) = E(lg =) — E(a) + E(b) - E(1o+)

- E(b) - E(a) = id o=id
id = £(T) = (T = id)g(T) = g(T)(T - Aoid)

dennf(t) = (t - do)g(t) = g(t)(t — o). Also Ao € p(T), dag(T) € L(H).

(i) DaE(Q) < E(1p) YA < AgistE(20—0)E(1o). Also istE(10)—E(20—0) Projektionsoperator.
SeienHp := (E(10) — E(10 — 0))H undx € Hg. Fir A < Ag ist

E()x = EQ)(E(1) — E(lo — 0))x = E()x— E()x=0 daP; <P, = PP, = Py.
Flr A > g ist
E()x = E()(E(o) — E(1o — 0))X = (E(1o) — E(1o — 0))x = X, dax € Ho.
Es gilt
(Txly) = f“_ﬂoﬂd<E(ﬂ)le> =Ao{Xly) YyeH

und damit((T — Agid)x|y) = 0Vy € H, alsoT x = ApXx.
Umgekehrt seT x = Agx flr einx € H. Wir zeigen:x € Hy.

M
0= I|(T - oid)x* = ((T - dgid)*x| x) = f_o (A= 20)? d(E(2)x| x)

>0VY1#4g ux(A)
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2. Funktionalkalkiil beschrinkter selbstadjungierter Operatoren

Damit gilt suppux € {10}. (E(2)X| X) ist konstant auf—co, o[ und auf] g, oo[. Fira < Ag
gilt: (EQ)x|x) = 0= |[E()X> = E()x=0.
Flr A > g gilt: (E(2)X] X) = (X]| X),

<(id _EQ) x| x> ~ 0= I(d~EQ)XI2
~———

Proj.
= (d-E()x=0
= X=E)x
Damit: ausx = E(21)x = E(1p)X YA > 1o undE(1p — 0)x = 0O folgt
(E(10) —E(10—-0))x=x-0=x = xe€Hy. //

Bemerkung IV.2.1. (i) u(T) = [ u() dE) = [ 1, u(d) dE(Y)

(i) Ri(T) = [ gy 725 IEW) Vo € p(T)

(o

e. Existenz einer Quadratwurzel
Satz IV. 2. 10(Quadratwurzel) Sei£L(H)> T =T* > 0.
(i) Dann existiert eir§ € £(H),S=S*>0undS?=T.
(i) Wenn giltCT = TCfureinC € £(H), sofolgtCS=SC EsqgiltST=TS.
(i) S ist eindeutig.
Wir schreiberS = T2 und nennerS die QuadratwurzelonT.
Beweis: (i) SeiT = fm'\ﬁo/ldE(/l) die Spektralzerlegung voh. DaT > 0 ist, giltmr > O.

Dao(T) C [mr, M1] folgt o(T) C [0, M]. Somit gilt T = fol\_/'oxldE(/l). u(d) = Vaist
stetige Funktion auf(T). SeiS = u(T) = fO'\_AO VT dE(1), M = Mr. Dann gilt

M
(Sx|x>:f00 :/OZ d(E(ﬂlex}zO,

alsoS > 0.8? = y(Mu(T) = LX(T) = T.

(i) SeiTC = CT. Durch Induktion erlt manCT" = T"C, und damitCp(T) = p(T)C
fur Polynome. Damit et maniber den Satz von ¥krstrass Cf(T) = f(T)C fur
f € C(o(T)). Insbesondere also mit(1) = VA: CS = SC Mit C = T folgt dann
ST=TS.

(i) SeiSe £(H),S=5 >0mitS?=T.Zeige:S = S. Es gilt ST = §5§2 = §25 = TS,
Nach(ii) folgt: SS= SS. Also
(S-8)S(S-8)+(S-9)5(5-5)=(S-5)(S+5)(S-9)
>0 >0

=(S?-8)(S-8) =(T-T)S-9)
=0
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da(AS AX X) = (SAXAX). Also (S - 8)S(S - S) = (S - 5)S(S - S) und somit

0=(S-5)S(S-9)-(S-5)5(5-9)

=(s-5)°
= 0=(S-9)*
0=|ls-9"=lls-9? =s-3"
= S-S=0
= S=8§ /

Korollar IV.2.11. SeienA,B € L(H), A= A" > 0,B = B* > 0. WennAB = BA, dann ist
AB = (AB)* > 0.

Beweis: DaAB = BAfolgt AB? = BZA nachSatz IV. 2. 10

<ABx|x>=<AB%B%x|x>=<B%AB%x|x>=<AB%x|B%x>. )/

f. MeRbarer Funktionalkalk Ul

Wir habenu(T) far Funktionen wig(1) = x]-«,1,) NOch nicht definiert, da nicht stetig ist.

SeinunT = T* € £(H) mit Spektralzerlegung = fn“io/ldE(/l). B(o(T)) sei der Vektorraum
aller beschiinkten Borelfunktionehauf o(T). Sei||f||,, die Norm vonL*®(c(T)). Man kann
zeigen:

(i) (B(o(T)), II'lleo) ist ein Banachraum

(i) Zujedemf e B(o(T)) existiert eine Folgefq) mit supey Il falleo < 0, fn € C(o(T)) und
im0 fo(t) = f(t) Yt € o(T).

Symbol: f, > f fur fo, f € B(o(T)), wenn limy_o fo(t) = f(t) Vt € o(T) und supy I frlle <
. Das Integraynm0 f (1) dE(2) sei wie fiiher definiert durch

M M
<(f f(/l)dE(/l))x|y> :=f F)AEWX]y) VX y e H.
-0 0

m-

=f(T)
Wir haben damit eine Zuordnurig(o(T)) > f — f(T) € L(H).

SatzIV.2.12. (i) Die Abbildungf — f(T) st ein stetiger-Homomorphismus vorg(o-(T)), |||l
in (L(H), ).

(i) Wennf,, f € B(o(T)) und f, > f, dann gilt

lim fi(T)x = f(T)x

3Def. z. B.: Menge der Funktionen nfit e M | f(t) < 1} € B(M).
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Beweis: (ii): O.B.d.A.seif = 0. Dann gilt: limy5e fo(t) = 0Vt € o(T). |fa(t)] < L fUr
t € o(T),n € N (E(-)x]| x)-fastiberall. O.B. d. A. gelte diedif allet € o(T). L ist integrierbar,
denn

f Ld(E()X|X) < Lfoo 1d(E()X|X) = L{(id x| ) — (0X| X)) = L|IXI[?.
(M) -

(o)

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes wsnaskue erfilllt.

lim f 1fa(D)2 d(E()X]X) = f lim |fa(2)2 d(E()X|X) (S. V. LEBESGUE)
o(T) —— omZ®

Nn—oo
-0

=0

Ifa(T)XII?

:f 0d(E()x|x)=0
a(T)

(UYL

=0
(i): Wir zeigen etwa {g)(T) = f(T)g(T) fur f,g € B(o(T)). Nach dem stetigen Funktional-
kalkul gilt dies fur stetige Funktionen. Seiellg € B(o(T)). Dann existieren Folgenfy), (gn)
mit fn, gn € C(o(T)) mit f, > f, gn nd und damitfngn > fg. Seid(f) = f(T). Es qilt
(@(fagn)X|y) = (@(f)D(gn)X| 1) = (@(gn)x| D()y)  ¥xyeH | lim
(@(fg)x|y) = (@(g)x| D(T)y)

= <<D(7)* <I>(g)X|y> X,y €H
N——
=a(f)

Damit also®(fg) = ®(f)®(g). Der Rest des Beweises findet sich an anderer Stelle genguer.

Sei nunf = y}-w 1] Dann haben wir:

00 /10
FTXIy) = f Mot (D) AE@X] ) = f 1d(EQ)X|y)

= (E(10)x|y) — (OX|y) = (E(0)X|y)

Also
f(T) = X1-0.10)(T) = E(40).

Fur eine Borelmeng® definieren wir.E(M) = ym(T). Da)(f,l (A) = xm(D) undym(2) € R gilt
E(M)? = E(M) undE(M)* = E(M). Daraus folgt:

() E(M) ist ein Projektionsoperator.
(i) SeienMp, M BorelmengenM = (Jpeny Mn, My N Mg = @ ¥n # k. Dann gilt

E(M)x= > E(M)x VxeH.
neN

(Dies rechnet maiiber die Definitionen nach.)
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(iii) Wir setzenE(2) = 0. Es istE(R) = id.

Eine AbbildungM +— E(M) der BorelalgebraB(R) in £(H) mit diesen Eigenschaften heifl3t
SpektralmalD. h., mit Hilfe der Spektralzerlegung erhalten wir das Spektralmal.

Satz IV.2.13. SeiT = T* € £(H) mit Spektralzerlegung = fm'\fo/ldE(/l). {E(1), A € R} sei
Spektralschar voi. Fir A € £(H) sindaquivalent:

() AT=TA
(i) Af(T) = f(T)AVT € B(c(T))
(i) AE(1) = E()AVAeR

Beweis: ()=(ii) Sei AT = TA Dann:AT? = (TAT = T2?A. Per Induktion:T"A = AT".
Somit: p(T)A = Ap(T) fur Polynomep. Mit gleichmalBigem Limesf(T)A = Af(T) Vf €
C(o(T)). durch Limes? folgt Behauptungiir f € B(o(T)).

(i) =(iii) Setzefiy (1) = x]-coiq) (1) AE(1o) = E(L)A.
(i) =)
(TAX|y) = fo_ | AdEWAXIY) = fo_ AR
- [ L AEDXIAY) = (TIAY)
=(ATX|ly) VYxyeH

= TA=AT. /

Bemerkung IV. 2. 2Fur welche Operatoreh € £L(H) gilt ein Spektraltheorem? D. h., wann ist
T= fc zdH?2) mit einem Spektralmal? — Wefinr* = T*T, d. h.T normal ist.
g. Polarzerlegung beschr ankter Operatoren

Fur komplexe Zahlen giltC 5 z # 0,z = |7€¥ = €% |2, wobei|zl > 0 und|é¥P| = 1,¢ €
[0, 2x[. |2 und ¢ sind durchz eindeutig bestimmt. Danfigl > O ist positiver selbstadjungierter
Operator,€ ist unitarer Operatorz ist beliebiger Operator mit ker= 0. Wir suchen nach
einem Analogon im HilbertraunT. = U |T|.

Definition V. 2. 14 (partielle Isometrie) SeiH ein HilbertraumH; undK; seien Untei@ume.
Dann giltk; ® K = H = Hy @ H; nach 1. Satz vonigsz (Satz I. 4. ). SeiU ein Operator von
Hin H mit

() U bildetH; isometrisch auk; ab
(i) Uy=0VyeH;.

Dann istU € £(H) und hei3partielle Isometrie. H heil3tAnfangsbereiclund K; Endbereich.
U*U = Py, undUU* = Py,. 0
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SeiT € L(H). T*T ist selbstadjungiert (dend{T)* = T*T** = T*T) und positiv {T*T x| X) =
(TX|Tx) > 0). Daher gibt es die Quadratwurzé'l*(l’)%.

Definition IV. 2. 15 (Betrag). [T| := (T*T)% hei3tBetragdes Operators. 0

Satz IV. 2. 16(Uber die Polarzerlegung) Es seiT € L(H).

(i) Es gibt eine partielle Isometridr mit AnfangbereichT|(H) und Endbereicfi (H) und
T = Ut |T|. Esist kelUt = kerT = ker|T]|.

(i) WennV eine partielle Isometrie ist mit k& = kerT undS ein positiver selbstadjungier-
ter Operator miff = VS, dannistV = Ut undS = |T|.
Beweis: (i)
ITIXIZ = (TIXT%) = (TP x| x)
=(T"Tx|x) =(TX|TX
= T ¥
d.h.J||IT| x| = |IT X|. Wir definierenUt(|T| X) = Tx, dann qilt||Utyll = llyll y € [T|(H).

Wir erweiternUr stetig aufiT| (H) und setzetJrz = 0Vz e (|T| (H))L. Dann istUt eine
partielle Isometrie untlt [T|x = TxVx € H. kerT = ker|T|, weil [||T|x|| = [|T A|.

kerUr = (ITT(H)) " = ker|T| = kerT.

(i) SeiT =VS. Dann
T'T=S'V'VS=S V'V S
——

=id auf

S(H)
= T*T = S%,S* = S, S > 0, nach Eindeutigkeit der Wurzel iSt= (T*T)% = [T|. Also
Ur = V. /!

Bemerkung IV.2.3. (i) |T + S]istim allgemeinen nicht kleiner al§| + |S|.

(i) Aus|T| < |S]| folgt i.a. nicht|T|? < |S]%. Allerdings folgt ausT|? < |S|? stets:|T|* <
IS|* Ya €1]0, 2[. (Karo-Henz-Ungleichung).

Beispiel IV. 2. 4.
2 0 -1 1
ST

Dann:|A+ B| £ |A + |B]. v
WennA = A*, B = B*, AB= BA dann folgt au$A| < |B| stets]A" < |B|" Vn e N.

— finis —
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