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Kapitel I.

Normierte lineare R äume und Hilbertr äume

1. Metrische R äume

SeiE eine Menge.

Definition I. 1. 1 (Metrik). EineMetrik auf E ist eine Abbildungd: E × E→ R mit folgenden
Eigenschaften:

(i) d(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ E, d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

(ii) d(x, y) = d(y, x) ∀x, y ∈ E

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀x, y, z ∈ E ♥

Definition I. 1. 2 (metrischer Raum). Ein metrischer Raumist eine MengeE zusammen mit
einer Metrikd. ♥

Beispiele I. 1. 1. (i) d(x, y) =

0 x = y

1 sonst
mit E beliebig. (E,d) ist der diskrete metrische

Raum.

(ii) E ∈ {Rn,Cn}, d(x, y) =
(∑n

k=1 |xk − yk|
2
) 1

2 mit x = (x1, . . . , xn). E heißt Euklidischer
Raum.

(iii) Jeder normierte lineare Raum ist metrischer Raum mitd(x, y) = ‖x− y‖. X

a. Einige topologische Grundbegriffe

Sei (E,d) metrischer Raum,x ∈ E, ε > 0.

Definition I. 1. 3 (ε-Umgebung). Uε(x) = { y ∈ E | d(x, y) ≤ ε } heißtε-Umgebungvon x. ♥

Definition I. 1. 4 (innerer Punkt, offene Menge). Sei M ⊆ E. Ein Punktx ∈ E heißt innerer
Punktvon M, wenn es einε > 0 gibt mit Uε(x) ⊆ M. Eine MengeM heißtoffen,wenn jeder
Punkt vonM innerer Punkt ist. ♥

Beispiel I. 1. 2.SeiE Menge mit diskreter Metrik, dann istM = {x} offen, denn

U 1
2
(x) = {x} ⊆ M X

1



Kapitel I. Normierte lineare Räume und Hilberträume

Definition I. 1. 5 (Konvergenz). Eine Folge (xn)n∈N mit xn ∈ E konvergiert,wenn es einx ∈ E
gibt mit limn→∞ d(xn, x) = 0. x heißt Grenzwert oder Limes. ♥

Definition I. 1. 6 (abgeschlossen). Eine MengeM ⊆ heißtabgeschlossen,wenn f̈ur alle kon-
vergenten Folgen von Elementen ausM die Grenzelemente zuM geḧoren. ♥

Satz I. 1. 7. Jede konvergente Folge eines metrischen Raumes besitzt nur einen Grenzwert.

Beweis: Seienx, x′ ∈ E Grenzwerte der Folge (xn). Wir zeigen:x = x′.

0 ≤ d(x, x′) ≤ d(x, xn) + d(xn, x
′) = d(xn, x) + d(xn, x

′)

0 ≤ d(x, x′) ≤ lim
n→∞

d(xn, x) + d(xn, x
′) = 0+ 0

⇒ x = x′ �

Definition I. 1. 8 (Cauchyfolge). Eine Folge (xn) aus (E,d) heißtCauchyfolge,wenn zu jedem
ε > 0 einnε existiert mitd(xn, xm) < ε ∀n,m≥ nε. ♥

Satz I. 1. 9. Jede konvergente Folge ist Cauchyfolge.

Beispiel I. 1. 3.Nicht jede Cauchyfolge konvergiert: SeiE = {1n, n ∈ N}. (1
n) ist Cauchyfolge,

konvergiert jedoch nicht. X

Definition I. 1. 10 (vollständig). (E,d) heißtvollständig,wenn jede Cauchyfolge inE konver-
giert. ♥

Bemerkung I. 1. 4.Für vollsẗandige metrische R̈aume gilt das Cauchy’sche Konvergenzkriteri-
um.

Beispiel I. 1. 5.SeienE1 = R, E2 = [0,1], E3 = ]0,1[, E4 = Q, d(x, y) = |x− y|. E1 und E2

sind vollsẗandig,E − 3 undE4 nicht. X

Definition I. 1. 11 (kompakt). Eine TeilmengeM eines metrischen RaumesE heißtkompakt,
wenn jede offeneÜberdeckung vonM eine endliche Teil̈uberdeckung besitzt. ♥

Satz I. 1. 12. Für M ⊆ E sindäquivalent:

(i) M kompakt

(ii) ∀ (xn) in M existiert eine inM konvergente Teilfolge

Definition I. 1. 13 (Teilraum). Sei (E,d) metrischer Raum. Es seiE1 ⊆ E und d1 = d|E1×E1,
dann istE1 metrischer Raum.E1 heißtTeilraum.

Satz I. 1. 14(Vervollsẗandigung). Sei (E,d) metrischer Raum. Dann existiert ein vollständiger
metrischer Raum (E0,d0) derart, daß (E,d) ein Teilraum von (E0,d0) ist. Man kann auch errei-
chen, daßE0 der Abschluß vonE im RaumE0 ist.

Satz I. 1. 15. Sei (E,d) metrischer Raum,M ⊆ E.

2



2. Banachräume

(i) M kompakt⇒ M abgeschlossen und beschränkt

(ii) M kompakt,M1 ⊆ M abgeschlossen⇒ M1 kompakt

Bemerkung I. 1. 6.Abgeschlossene und beschränkte Mengen sind i. a. nicht kompakt.

Satz I. 1. 16. SeiE = Rn, M ⊆ E. DannM kompakt⇐⇒ M abgeschlossen und beschränkt.

Definition I. 1. 17 (dicht). SeiM ⊆ E. M heißtdicht in E genau dann, wennM = E, d. h.

∀x ∈ E ∀ε > 0 ∃y ∈ M mit d(x, y) < ε. ♥

Beispiel I. 1. 7.E = R, d(x, y) = |x− y|, Q ist dicht inR. X

2. Banachr äume

a. Definitionen

Im folgenden seiK ∈ {R,C}, E sei Vektorraum̈uberK.

Definition I. 2. 1 (Norm). EineNormauf E ist eine Abbildung‖·‖ : E→ R mit

(i) ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ E und‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

(ii) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ∀λ ∈ K, x ∈ E

(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ∀x, y ∈ E ♥

Definition I. 2. 2 (normierter linearer Raum). Ein normierter linearer Raumist ein Vektor-
raum versehen mit Norm‖·‖. ♥

Satz I. 2. 3. E sei normierter linearer Raum,d(x, y) B ‖x− y‖ x, y ∈ E, dann istd Metrik und
(E,d) ein metrischer Raum.

Beweis:

d(x, y) = ‖x− y‖ = |−1| ‖y − x‖ = d(y, x)

d(x, z) = ‖x− z‖ = ‖(x− y) + (y − z)‖ ≤ ‖x− y‖ + ‖y − z‖ = d(x, y) + d(y, z) �

Definition I. 2. 4 (Banachraum). Ein vollsẗandiger normierter linearer Raum heißtBanach-
raum. ♥

3



Kapitel I. Normierte lineare Räume und Hilberträume

b. Beispiele

Beispiel I. 2. 1.E = Rn, K = R oderE = Cn, K = C. Für x = (x1, . . . , xn) ∈ E. Definiere

‖x‖1 =

 n∑
i=1

|xi |
2


1
2

‖x‖2 =
n∑

i=1

|xi | ‖x‖3 = max
i∈{1,...,n}

|xi |

sind Normen, (E, ‖·‖i) sind Banachr̈aume. X

Beispiel I. 2. 2.X sei kompakter metrischer Raum (z. B.I = X = [0,1]). E = C(X), der Vektor-
raum aller komplexwertigen stetigen Funktionen aufX. Für f ∈ E sei

‖ f ‖ B sup
x∈X
| f (x)| .

‖·‖ ist Norm, (E, ‖·‖) ist ein Banachraum. X

Beispiel I. 2. 3.E = Cn [a,b] sei Vektorraum allern-mal stetig differenzierbaren komplexwerti-
gen Funktionen auf[a,b]. Dabei seiena,b ∈ R, a < b. Für f ∈ E sei

‖ f ‖ B max
k=0,...,n

sup
x∈[a,b]

∣∣∣ f (k)(x)
∣∣∣ ,

wobei f (0)(x) = f (x). (E, ‖·‖) ist ein Banachraum. X

c. Lp-Räume

Es sei (X,A, µ) ein Maßraum, er sei vollständig, d. h. wennN ∈ A, M ⊆ N, µ(N) = 0⇒ M ∈ A.
Sei p ∈ [1,∞[. Dann seiLp(X, µ) die Menge der komplexwertigenµ-meßbaren Funktionen auf

X, wobei| f (x)|p µ-integrierbar ist. F̈ur f ∈ Lp(X, µ) sei‖ f ‖p B
(∫

X
| f (x)|p dµ

) 1
p .

L∞(X, µ) sei die Menge der komplexwertigen meßbaren Funktionenf auf X, sodaß∃c > 0 :
| f (x)| ≤ c µ-fasẗuberall. F̈ur f ∈ L∞(X, µ) definieren wir

‖ f ‖∞ B inf
N∈A
µ(N)=0

sup
x∈XrN

| f (x)| .

Nµ sei der Vektorraum aller meßbaren FunktionenX→ C, dieµ-fasẗuberall Null sind:

Nµ B
{

f ∈ Lp(X, µ)
∣∣∣ f (x) = 0 ∀x ∈ A ∀A ∈ A : µ(A) > 0

}
.

Es gilt ‖ f ‖p = 0 ⇐⇒ f ∈ Nµ für p ∈ [1,∞[.

Satz I. 2. 5(H̈-, M -Ungleichungen). (i) Sei p ∈ ]1,∞[. Sei q ∈ ]1,∞[ mit
1
p +

1
q = 1. Dann gilt:

‖ fg‖1 ≤ ‖ f ‖p ‖g‖q (H̈-Ungleichung)

(ii)

‖ f + g‖p ≤ ‖ f ‖p + ‖g‖p ∀p ∈ [1,∞] M-Ungleichung

Dabei sindf , g meßbare Funktionen.
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2. Banachräume

Aus (ii) folgt: Lp(X, µ), p ∈ [1,∞] ist ein Vektorraum.‖·‖p ist i. a. keine Norm aufLp(X, µ),
denn‖ f ‖p = 0 ∀ f ∈ Nµ. Daher definieren wir aufLp(X, µ), p ∈ [1,∞]:

f ∼ g :⇐⇒ f − g ∈ Nµ (d. h. f = g µ-fasẗuberall)

∼ ist eineÄquivalenzrelation. Die Menge der̈Aquivalenzklassen [f ] = f +Nµ bezeichnen wir
mit Lp(X, µ). Für [ f ], [g] ∈ Lp(X, µ) definieren wir:

[ f ] + [g] B [ f + g] λ[ f ] B [λ f ] ‖[ f ]‖p B ‖ f ‖p

Damit wird Lp(X, µ) dann ein Vektorraum̈uberK. ‖·‖p ist Norm, denn sei

0 = ‖[ f ]‖p =

(∫
X
| f (x)|p dµ

) 1
p

(p < ∞) ⇒ f (x) = 0 µ-fasẗuberall,

also f ∈ Nµ, [ f ] = 0. Damit istLp(X, µ) normierter linearer Raum für alle p ∈ [1,∞] (für ‖·‖∞
rechnet man ganz analog).

Satz I. 2. 6(vonR-F). (Lp(X, µ), ‖·‖p) ist vollsẗandig, also Banachraum.

Die Konvergenz im Raum (Lp, ‖·‖p), p ∈ [1,∞[ heißt

lim
n→∞

d( fn, f ) = lim
n→∞
‖ fn − f ‖p = lim

n→∞

(∫
X
| fn(x) − f (x)|p dµ

) 1
p

= 0

Spezialfall:`p(N), p ∈ [1,∞]. SeiX = N,A = P(N), µ sei das Z̈ahlmaß.∫
X

f (x) dµ(x) =
∑
n∈X

fn, f = g ⇐⇒ fn = gn ∀n ∈ N

Lp(X, µ) = Lp(X, µ) C `p(N) =
{

( fn)n∈N

∣∣∣ ∑∞
n=1 | fn|

p < ∞
}
. Dann definieren wir

‖ f ‖p =

 ∞∑
n=1

| fn|
p


1
p

∀p ∈ [1,∞[

Für p = ∞ ist `∞(N) =
{
( fn)

∣∣∣ supn∈N | fn| < ∞
}

und ‖ f ‖∞ B supn∈N | fn|. Beispielsweise gilt(
1
n

)
∈ `p(N) für p > 1,

(
1
n

)
< `1(N).

d. Äquivalenz von Normen

Es seien‖·‖1 und‖·‖2 Normen auf dem VektorraumE.

Definition I. 2. 7 (äquivalent). Die Normen‖·‖1 und‖·‖2 heißenäquivalentgenau dann, wenn
∃c1 > 0 undc2 > 0 mit

‖x‖1 ≤ c1 ‖x‖2 und ‖x‖2 ≤ c2 ‖x‖1 ∀x ∈ E ♥

Satz I. 2. 8. Zwei Normen sind̈aquivalent⇐⇒ ∀(xn)n∈N ausE gilt

lim
n→∞
‖xn‖1 = 0 ⇐⇒ lim

n→∞
‖xn‖2 = 0.
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Kapitel I. Normierte lineare Räume und Hilberträume

Äquivalente Normen auf VektorraumE haben die gleichen Konvergenzbegriffe.

Satz I. 2. 9. Es seienE = Rn,K = R oder E = Cn,K = C. Dann sind alle Normen aufE
äquivalent.

Beweis: Sei {e1, . . . ,en} Basis des VektorraumesE. ∀x ∈ E ∃xi ∈ K : x = x1e1 + · · · + xnen.
Für ein derartigesx sei‖x‖1 =

∑n
k=1 |xk|, damit ist dann‖·‖1 Norm aufE. Sei‖·‖ eine beliebige

andere Norm aufE. Dann gilt

‖x‖ = ‖x1e1 + · · · + xnen‖ ≤ ‖x1e1‖ + · · · + ‖xnen‖

= |x1| ‖e1‖ + · · · + |xn| ‖en‖

≤ (|x1| + · · · + |xn|) max
k=1,...,n

‖ek‖︸      ︷︷      ︸
Cc

= c‖x‖1 .

BetrachteS = { x ∈ E | ‖x‖1 = 1 }. S ist abgeschlossen und beschränkt, also kompakt.‖x‖ ist
stetige Funktion aufS, hat Minimum aufS. Seim = ‖x0‖ mit x0 ∈ S. Wärem = 0 ⇒ x0 = 0,
aber‖x0‖1 , 0. Alsom> 0.

‖x‖ =
∥∥∥∥∥‖x‖1 · x

‖x‖1

∥∥∥∥∥ = ‖x‖1 · ∥∥∥∥∥ x
‖x‖1

∥∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
∈S

≥ m‖x‖1 .

Also ‖x‖1 ≤
1
m ‖x‖ ∀x , 0. Für x = 0 ist die Ungleichung trivial. �

3. Hilbertr äume

Definition I. 3. 1 (Skalarprodukt). SeiK ∈ {R,C}. Sei weiterE ein VektorraumüberK. Ein
Skalarproduktauf E ist eine Abbildung〈· | ·〉 : E × E→ K mit

(i) 〈λ1x1 + x2 | y〉 = λ1 〈x1 | y〉 + 〈x2 | y〉 ∀λ1 ∈ K, x1, x2, y ∈ E

(ii) 〈x | y〉 = 〈y | x〉 ∀x, y ∈ E

(iii) R 3 〈x | x〉 ≥ 0 ∀x ∈ E, 〈x | x〉 = 0 ⇒ x = 0. ♥

Definition I. 3. 2 (unitärer Raum). Ein unitärer Raum(Pr̈a-Hilbertraum) ist ein VektorraumE
überK versehen mit Skalarprodukt〈· | ·〉. ♥

Bemerkung I. 3. 1.Aus den Eigenschaften des Skalarprodukts folgt die Antilinearität in der
zweiten Komponente.

Satz I. 3. 3(C-S’sche Ungleichung). (E, 〈· | ·〉) sei ein uniẗarer Raum. Dann gilt

|〈x | y〉|2 ≤ 〈x | x〉 · 〈y | y〉 ∀x, y ∈ E.
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3. Hilberträume

Beweis: Seiλ ∈ K. Dann:

0 ≤ 〈x+ λy | x+ λy〉 = 〈x | x〉 + λ〈x | y〉 + λ 〈x | y〉 + |λ|2 〈y | y〉

= 〈x | x〉 −
|〈x | y〉|2

〈y | y〉
−
|〈x | y〉|2

〈y | y〉
+
|〈x | y〉|2

〈y | y〉

mit λ = − 〈x | y〉
〈y | y〉 falls y , 0. Für y = 0 ist die Behauptung trivial. �

Sei nun‖x‖ B
√
〈x | x〉.

Satz I. 3. 4. ‖·‖ ist eine Norm aufE.

Beweis: (Zeigen nur Dreiecksungleichung)

‖x+ y‖2 = 〈x+ y | x+ y〉 = 〈x | x〉 + 〈x | y〉 + 〈x | y〉 + 〈y | y〉

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖ + ‖y‖2 = (‖x‖ + ‖y‖)2 �

Definition I. 3. 5 (Hilbertraum). Ein vollsẗandiger uniẗarer Raum heißtHilbertraum. ♥

Beispiele I. 3. 2. (i) K ∈ {R,C}, E = Kn, x = (x1, . . . , xn) ∈ E.

〈x | y〉 B
n∑

k=1

xkyk

〈· | ·〉 ist Skalarprodukt und die assoziierte Norm ist die euklidische Norm. (E, ‖·‖) ist
vollständig, also Hilbertraum.

(ii) SeiK = C, (X,A, µ) vollständiger Maßraum. Es gilt‖ fg‖1 ≤ ‖ f ‖2 ‖g‖2 nach der Ḧolderschen
Ungleichung. F̈ur f , g ∈ L2(X, µ) sei

〈 f | g〉 B
∫

X
f (x)g(x) dµ(x)

Dies existiert, weil
∫ ∣∣∣ f (x)g(x)

∣∣∣ dµ < ∞ nach oben f̈ur f , g ∈ L2(X, µ). 〈· | ·〉 ist ein Skalar-
produkt aufL2(X, µ). Wir definieren eine Norm

‖ f ‖ =
√
〈 f | f 〉 =

(∫
X
| f (x)|2 dµ

) 1
2

Dies ist dieL2-Norm, undL2(X, µ) ist ein Hilbertraum.

(iii) Für den Hilbertschen Folgenraum̀2(N) definieren wir〈 f | g〉 B
∑∞

n=1 fngn. X
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Kapitel I. Normierte lineare Räume und Hilberträume

a. Norm und Skalarprodukt

Sei (E, 〈· | ·〉) ein uniẗarer Raum. Dann ist‖x‖ =
√
〈x | x〉 eine Norm. Sei nun‖·‖1 eine Norm auf

einem VektorraumE. Gibt es ein Skalarprodukt〈· | ·〉1 mit ‖x‖1 =
√
〈x | x〉1 ∀x ∈ E.

Sei〈· | ·〉 ein Skalarprodukt aufE. FürK = R gilt

4 〈x | y〉 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 (3.1)

FürK = C gilt

4 〈x | y〉 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i ‖x+ iy‖2 − i ‖x− iy‖2 (Polarisationsgl.) (3.2)

Beweis (fürK = R):

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 = 〈x+ y | x+ y〉 − 〈x− y | x− y〉

= 〈x | x〉 + 〈x | y〉 + 〈y | x〉 + 〈y | y〉 − 〈x | x〉 + 〈x | y〉 + 〈y | x〉 − 〈y | y〉

= 4 〈x | y〉 /

Satz I. 3. 6(Parallelogrammidentiẗat). Sei ‖·‖ eine Norm auf dem VektorraumE. Es gibt ein
Skalarprodukt〈· | ·〉 auf E mit ‖x‖ =

√
〈x | x〉 ∀x ∈ E genau dann, wenn

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2) ∀x, y ∈ E(Parallelogrammid.) (3.3)

Ist dies erf̈ullt, so ist das Skalarprodukt〈· | ·〉 durch‖·‖ eindeutig bestimmt und durch (3.1) für
K = R und (3.2) fürK = C gegeben.

Beweis (Idee):
”
⇒“: Sei 〈· | ·〉 Skalarprodukt mit‖x‖ =

√
〈x | x〉. Wir verifizieren:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 〈x+ y | x+ y〉 + 〈x− y | x− y〉

= 〈x | x〉 + 〈x | y〉 + 〈y | x〉 + 〈y | y〉 + 〈x | x〉 + 〈y | y〉 − 〈x | y〉 − 〈y | x〉

= 2 〈x | x〉 + 2 〈y | y〉

= 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

”
⇐“: Sei (3.3) erfüllt. Definiere〈· | ·〉 durch (3.1) bzw. (3.2). Dann haben wir

〈x | y〉 =
1
4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i ‖x+ iy‖2 − i ‖x− iy‖2

)
∀x, y ∈ E

Zu zeigen:

〈x1 + x2 | y〉 = 〈x1 | y〉 + 〈x2 | y〉 (3.4)

〈λx | y〉 = λ 〈x | y〉 (3.5)

(3.4) folgt mit (3.3). �

Beispiel I. 3. 3.Sei E = C([0,1]), ‖ f ‖ = supt∈[0,1] | f (t)|. ‖·‖ kommt von keinem Skalarprodukt,
denn mit f ≡ 1, g(t) = t folgt ‖ f ‖ = ‖g‖ = 1, ‖ f + g‖ = 2, ‖ f − g‖ = 1, also

‖ f + g‖2 + ‖ f − g‖2 = 5 , 4 = 2‖ f ‖2 + 2‖g‖2 . X

Definition I. 3. 7 (orthogonal). Seienx, y ∈ E. x undy heißenorthogonal:⇐⇒ 〈x | y〉 = 0, in
Zeichen:x ⊥ y. Zwei TeilmengenM,N ⊆ E heißenorthogonal:⇐⇒ 〈x | y〉 = 0∀x ∈ M, y ∈ N,
in Zeichen:M ⊥ N. ♥
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4. Sätze von R

4. Sätze von R 
20.10.05

a. Definitionen

Definition I. 4. 1 (orthogonale direkte Summe). Es seien (E1, 〈· | ·〉1) und (E2, 〈· | ·〉2) Hilberträume.
Die orthogonale direkte Summeist die MengeE = E1

·
+ E2 (direkte Summe) der Hilberträume

E1,E2 mit
E = { (x1, x2) | x1 ∈ E1, x2 ∈ E2 } .

Wir definieren das Skalarprodukt:

〈(x1, x2) | (y1, y2)〉 B 〈x1 | y1〉1 + 〈x2 | y2〉2 ∀x1, y1 ∈ E1, x2, y2 ∈ E2.

Für die zugeḧorige Norm gilt

‖(x1, x2)‖2 = 〈(x1, x2) | (x1, x2)〉 = ‖x1‖
2
1 + ‖x2‖

2
2 ♥

Damit istE auch vollsẗandig und (E, 〈· | ·〉) ein Hilbertraum.

Definition I. 4. 2 (isometrischer Isomorphismus). Ein isometrischer Isomorphismuseines Hil-
bertraums (E1, 〈· | ·〉1) und eines Hilbertraums (E2, 〈· | ·〉2) ist eine bijektive lineare Abbildung

I : E1→ E2

mit
〈I (x) | I (y)〉2 = 〈x | y〉1 ∀x, y ∈ E1 ♥

SeiE wie oben orthogonale Summe vonE1 undE2. SeienẼ1 = { (x1,0) | x1 ∈ E1 } und Ẽ2 =

{ (0, x2) | x2 ∈ E2 }. Ẽ1 und Ẽ2 sind lineare Teilr̈aume vonE. Sie sind beide in der Norm von
E abgeschlossen, denn

‖(x1,0)‖ = ‖x1‖1 und ‖(0, x2)‖ = ‖x2‖2

Definition I. 4. 3 (Unterraum). Ein abgeschlossener linearer Teilraum eines Hilbertraums heißt
Unterraum.Jeder Unterraum eines Hilbertraums ist selbst ein Hilbertraum (mit dem induzierten
Skalarprodukt). ♥

Wir definierenI1(x,0) = x, I2(0, y) = y. Man zeigt:I1 ist ein isometrischer Isomorphismus von
Ẽ1 auf E1. Es gilt Ẽ1 ⊥ Ẽ2, denn〈(x,0) | (0, y)〉 = 〈x |0〉1 + 〈0 | y〉2. Außerdem giltE = Ẽ1 + Ẽ2,
denn (x, y) = (x,0)+ (y,0) undẼ1∩ Ẽ2 = {(0,0)}. Nun identifizieren wirEi mit Ẽi und erhalten
E1 ⊥ E2, E = E1 + E2.

Definition I. 4. 4 (direkte orthogonale Summe). Der HilbertraumE heißt danndirekte ortho-
gonale Summeder Hilbertr̈aumeE1 undE2, in Zeichen:

E = E1 ⊕ E2. ♥

Beispiele I. 4. 1. (i) E1 = C
n, E2 = C

m, dann istE1 ⊕ E2 = C
n+m.

(ii) E1 = L2 [a,b], E2 = L2 [b, c] mit Lebesgue-Maß, dann istE1 ⊕ E2 = L2 [a, c]. X
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Kapitel I. Normierte lineare Räume und Hilberträume

Dieses Konzept der endlichen orthogonalen Summe können wir auf eine abzählbar unendliche
Summe ausdehnen, indem wir setzen

E =

 (xk)k∈N

∣∣∣∣∣∣∣ xk ∈ Ek ∀k ∈ N,
∞∑

k=1

‖xk‖
2
k < ∞


Aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgt:E ist ein Vektorraum mit Addition (xk) +
(yk) = (xk + yk) undλ(xk) = (λxk). Wir setzen nun〈(xk) | (yk)〉 B

∑∞
k=1 〈xk | yk〉k. Diese Reihe

konvergiert, denn

∞∑
k=1

|〈xk | yk〉| ≤

∞∑
k=1

‖xk‖k ‖yk‖k

≤

 ∞∑
k=1

‖xk‖
2
k


1
2
 ∞∑

k=1

‖yk‖
2
k


1
2

Man zeigt leicht:〈· | ·〉 ist ein Skalarprodukt und (E, 〈· | ·〉) ist ein Hilbertraum, und wir schreiben
E =

⊕
k∈N Ek.

Definition I. 4. 5 (orthogonaler Unterraum). Es seiE1 ein Unterraum des HilbertraumesE.
Dann ist

E⊥1 B { y ∈ E | x ⊥ y ∀x ∈ E1 }

derorthogonale Unterraumvon E1. ♥

b. Erster Satz von R 

Lemma I. 4. 6. M sei eine abgeschlossene, konvexe und nichtleere Teilmenge des Hilbertraums
E. Es seix ∈ E undρ(x) B inf y∈M ‖x− y‖. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Element
x1 ∈ M mit ρ(x) = ‖x1 − x‖.

Beweis: Wir wählen eine Folge (yn) mit yn ∈ M derart, daß‖x− yn‖ → ρ(x). Zu zeigen:yn →

x1.

Behauptung:(yn) ist Cauchyfolge.

Beweis:

‖yn − ym‖
2 = ‖yn − x+ x− ym‖

2

= 2‖yn − x‖2 + 2‖x− ym‖
2 − ‖2x− yn − ym‖

2 − 4
∥∥∥∥∥x−

yn + ym

2

∥∥∥∥∥2

≤ 2‖x− yn‖
2 + 2‖x− ym‖

2 − 4ρ(x)2 | lim
n→∞

lim
m→∞

0 = 2ρ(x)2 + 2ρ(x)2 − 4ρ(x)2 /

Da E Hilbertraum ist, konvergiert (yn) in E, alsoyn → x1. Da yn ∈ M und M abgeschlossen,
folgt x1 ∈ M. Nun gilt limn→∞ ‖x− yn‖ = ‖x− limn→∞ yn‖ = ‖x− x1‖ = ρ(x).
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4. Sätze von R

Zur Eindeutigkeit: Angenommen,x1, x′1 ∈ M erfüllen die Forderungρ(x) = ‖x− x1‖ =∥∥∥x− x′1
∥∥∥, dann:

0 ≤
∥∥∥x1 − x′1

∥∥∥2
=

∥∥∥x1 − x+ x− x′1
∥∥∥2

= 2‖x1 − x‖2 + 2
∥∥∥x− x′1

∥∥∥2
−

∥∥∥2x− x1 − x′1
∥∥∥2
− 4

∥∥∥∥∥∥x−
x1 + x′1

2

∥∥∥∥∥∥2

= 2ρ(x)2 + 2ρ(x)2 − 4ρ(x)2 = 0

⇒
∥∥∥x1 − x′1

∥∥∥ = 0 ⇒ x1 = x′1 �

Satz I. 4. 7(Erster Satz vonR). SeiE1 ein Unterraum vonE. Weiter sei

E⊥1 = { x ∈ E | x ⊥ y ∀y ∈ E1 } .

Dann folgt:
E1 ⊕ E⊥1 = E

Beweis: Sei x ∈ E. SetzeM = E1. Seix1 ∈ E1 mit ρ(x) = ‖x− x1‖ nachLemma I. 4. 6. Dann
‖x− x1‖ = ρ(x) ≤ ‖x− x1 + ty‖ füry ∈ E1, t ∈ R. NachÜbungsaufgabe folgt:x−x1 ⊥ y ∀y ∈ E1,
alsox− x1 ∈ E⊥1 . Seix2 = x− x1. Dannx = x1+ x2 ∈ E1+E⊥1 . Es giltE1 ⊥ E⊥1 nach Definition.
Also E = E1 ⊕ E⊥1 .

Eindeutigkeit: Seix = x1 + x2 = x′1 + x′2 mit x1, x′1 ∈ E1 undx2, x′2 ∈ E⊥1 . Dann:

x1 − x′1︸  ︷︷  ︸
∈E1

= x′2 − x2︸  ︷︷  ︸
∈E⊥1

⇒
〈
x1 − x′1 | x

′
2 − x2

〉
= 0

Nach den Axiomen des Skalarprodukts folgtx1 − x′1 = 0, damitx1 = x′1 und damitx2 = x′2. �

Definition I. 4. 8 (Projektion). Sei x = x1 + x2 mit x1 ∈ E1 und x2 ∈ E⊥1 C E2. P1x = x1,
P2x = x2. Die Pi heißenProjektionvon x auf Ei . ♥

Bemerkung I. 4. 2.‖x‖2 = 〈x1 + x2 | x1 + x2〉 = 〈x1 | x1〉 + 〈x2 | x2〉 = ‖x1‖
2 + ‖x2‖

2.
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Kapitel I. Normierte lineare Räume und Hilberträume

c. Zweiter Satz von R 

Definition I. 4. 9 (lineares Funktional). Sei E ein Vektorraum. Einlineares Funktionalauf E
ist eine AbbildungF : E→ K mit F(λx+ y) = λF(x) + F(y) ∀λ ∈ K, x, y ∈ E. ♥

Definition I. 4. 10 (stetig). Es sei (E, ‖·‖) ein normierter linearer Raum. Ein lineares Funktional
F auf E heißtstetig,wenn ausxn→ x in (E, ‖·‖) stetsF(xn)→ F(x) folgt. ♥

E′ sei die Menge aller stetigen linearen Funktionale aufE. Für F1, F2 ∈ E′, λ ∈ K definieren
wir

(F1 + F2)(x) B F1(x) + F2(x), (λF1)(x) B λF1(x) ∀x ∈ E.

Man zeigt leicht:F1 + F2 ∈ E′ undλF1 ∈ E′. Also istE′ auch ein Vektorraum̈uberK.
Sei nun (E, 〈· | ·〉) ein Hilbertraum. Seiy ∈ E. Wir definierenFy(x) B 〈x | y〉 ∀x ∈ E. Fy ist

ein lineares Funktional. Ausxn→ x folgt 〈xn | y〉 → 〈x | y〉, also istFy stetig, alsoFy ∈ E′. Nun
fragen wir uns: Sind alle stetigen linearen Funktionale aufE von dieser Gestalt? Ja, nach dem

Satz I. 4. 11(Zweiter Satz vonR). Zu jedem stetigen linearen FunktionalF auf dem Hil-
bertraum (E, 〈· | ·〉) existiert ein eindeutig bestimmtesy ∈ E mit F ≡ Fy, d. h.

F(x) = Fy(x) = 〈x | y〉 ∀x ∈ E.

Beweis: SeiE1 = N(F) = { x ∈ E | F(x) = 0 }. DaF linear ist, istN(F) ein linearer Teilraum.
DaF stetig ist, istN(F) abgeschlossen (denn seixn→ x, xn ∈ N(F), dannF(xn) = 0→ F(x) =
0, alsox ∈ N(F)). Also ist E1 ein Unterraum vonE. NachSatz I. 4. 7gilt: E = E1 ⊕ E⊥1 . Nun
unterscheiden wir zwei F̈alle:

(i) E⊥1 = {0} ⇒ E = E1 = N(F) ⇒ F(x) = 0 ∀x ∈ E ⇒ F(x) = 〈x |0〉.

(ii) E⊥1 , {0}. Seiu ∈ E⊥1 , u , 0. Dann giltF(u) , 0, denn sonst ẅareu ∈ E1. Dann:

F

(
x−

F(x)
F(u)

u

)
= F(x) −

F(x)
F(u)

F(u) = 0

⇒ x−
F(x)
F(u)

u ∈ N(F) ∀x ∈ E〈
x−

F(x)
F(u)

u︸      ︷︷      ︸
∈E1

| u︸︷︷︸
∈E⊥1

〉
= 0 = 〈x |u〉 −

F(x)
F(u)

〈u |u〉

⇒ F(x) =
〈x |u〉
〈u |u〉

F(u)

⇒ y =
F(u)

〈u |u〉
u

alsoF = Fy mit diesemy. �
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Bemerkung I. 4. 3.

y 7→ Fy, λy 7→ Fλy, Fy+z = Fy + Fz

SeiE+ der Vektorraum̈uberK mit folgenden Operationen auf der MengeE:

x+ y︸︷︷︸
in E+

= x+ y︸︷︷︸
in E

, λx︸︷︷︸
in E+

= λx︸︷︷︸
in E

Dann ist die AbbildungE+ 3 y 7→ fy ∈ E′ eine Bijektion vonE+ auf E′.
Anwendungen: SeiE = L2(X, µ): E′ =

{
Fg( f ) =

∫
X

f (x)g(x) dµ, ∀ f , g ∈ E
}
, Spezialfall:

E = `2(N): E′ =
{

Fy(x) =
∑∞

n=1 xnyn, ∀x, y ∈ `2(N)
}
. In E ∈ {Rn,Cn}:

F(x) = Fy(x) =
n∑

k=1

xnyn

5. Orthonormalsysteme und Fourierentwicklung im Hilbertraum

Motivation: SeiE = Rn. Sei{e1, . . . ,en} eine Orthonormalbasis, z. B.ei = (0, . . . ,0,1,0,
i-te Stelle

. . . ,0).

Dann haben wir

x = x1e1 + · · · + xnen ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ E

‖x‖2 = x2
1 + · · · + x2

n

〈x | y〉 = x1y1 + · · · + xnyn

Wir suchen nun nach analogen Resultaten für Hilbertr̈aume.

a. Orthonormalsysteme

Definition I. 5. 1 (Orthogonal-, Orthonormalsystem). Ein System{xi , i ∈ I } von Vektorenxi ∈

E heißtOrthogonalsystem: ⇐⇒
〈
xi | x j

〉
= 0 ∀i, j ∈ I , i , j undOrthonormalsystem (NOS),

wenn es ein Orthogonalsystem ist und〈xi | xi〉 = 1 ∀i ∈ I gilt. ♥

Für NOS gilt auch:‖xi‖ = 1 ∀i ∈ I

Beispiele I. 5. 1. (i) E = `2(N), ei = (0, . . . ,0,1,0,
i-te Stelle

. . . ) ∀i ∈ N. {ei} ist ein NOS.

(ii) E = L2 [−π, π], 〈 f | g〉 =
∫ π

−π
f (x)g(x) dx. Dann ist{1, sinnx, cosnx n ∈ N} ein Orthogo-

nalsystem, denn z. B.

〈sinnx| cosmx〉 =
∫ π

−π
sinnxcosmx dx

=
1
2

∫ π

−π
cos

n+m
2

x+ cos
n−m

2
x dx

= 0 ∀n , m

Das k̈onnen wir zu einem NOS normieren:
{

1√
2π
, sinnx√

π
, cosnx√

π
n ∈ N

}
. X

13



Kapitel I. Normierte lineare Räume und Hilberträume

Lemma I. 5. 2 (Satz des Pythagoras). Es sei{x1, . . . , xn} ein Orthogonalsystem. Dann gilt

‖x1 + · · · + xn‖
2 = ‖x1‖

2 + · · · + ‖xn‖
2

Beweis:

‖x1 + · · · + xn‖
2 = 〈x1 + · · · + xn | x1 + · · · + xn〉

=

n∑
i, j=1

〈
xi | x j

〉
=

n∑
i=1

〈xi | xi〉

=

n∑
i=1

‖xi‖
2 �

Satz I. 5. 3. Es sei{xn, n ∈ N} ein Orthogonalsystem. Dann konvergiert
∑∞

n=1 xn im Hilbertraum
(E, 〈· | ·〉) genau dann, wenn

∑∞
n=1 ‖xn‖

2 konvergiert.

Beweis: SeienSn =
∑n

k=1 xk, S̃n =
∑n

k=1 ‖xk‖
2. Dann folgt nach Pythagoras:

‖Sn+m− Sn‖
2 = ‖xn+m+ · · · + xn+1‖

2 = ‖xn+m‖
2 + · · · + ‖xn+1‖

2

= S̃n+m− S̃n

Da S̃n+m ≥ S̃n, ist (Sn) eine Cauchyfolge im Hilbertraum (E, 〈· | ·〉) genau dann, wenn (S̃n) eine
Cauchyfolge inR ist. DaE undR vollständig sind, folgt die Behauptung. �

b. Fourierentwicklung von Elementen im Hilbertraum

Es sei{en, n ∈ N} ein NOS im Hilbertraum (E, 〈· | ·〉).

Definition I. 5. 4 (Fourierkoeffizient). Für x ∈ E heißt 〈x |en〉 der Fourierkoeffizient von x
bez̈uglichen. ♥

Beispiel I. 5. 2.
{

1√
2π
, sinnx√

π
, cosnx√

π
n ∈ N

}
im HilbertraumL2 [−π, π]. Sei f ∈ L2 [−π, π].〈

f |
1
√

2π

〉
=

1
√

2π

∫ π

−π
f (x) dx〈

f |
sinnx
√
π

〉
=

1
√
π

∫ π

−π
f (x) sinnx dx〈

f |
cosnx
√
π

〉
=

1
√
π

∫ π

−π
f (x) cosnx dx

sind die geẅohnlichen Fourierkoeffizienten. X

Satz I. 5. 5(Besselsche Ungleichung). Es sei{xn}n∈N ein NOS und es sei〈x | xn〉 dern-te Fou-
rierkoeffizient bzgl. dem NOS.

∞∑
k=1

|〈x | xk〉|
2 ≤ ‖x‖2 ∀x ∈ E

14



5. Orthonormalsysteme und Fourierentwicklung im Hilbertraum

Beweis: Sein ∈ N undyn = x−
∑n

k=1 〈x | xk〉 xk. Dann ist f̈ur m= 1, . . . ,n:

〈yn | xm〉 = 〈x | xm〉 −

n∑
k=1

〈x | xk〉 〈xk | xm〉 = 0

Also ist {yn, 〈x | x1〉 x1, . . . , 〈x | xn〉 xn} ein Orthogonalsystem. NachLemma I. 5. 2gilt:

‖x‖2 =

∥∥∥∥∥∥∥yn +

n∑
k=1

〈x | xk〉 xk

∥∥∥∥∥∥∥
2

= ‖yn‖
2 +

n∑
k=1

‖〈x | xk〉 xk‖
2

≥

n∑
k=1

|〈x | xk〉|
2

Die Folge der Partialsummen ist beschränkt, also konvergiert die Reihe. �

Korollar I. 5. 6. Die Reihe
∑∞

n=1 〈x | xn〉 xn konvergiert im Hilbertraum (E, 〈· | ·〉) für allex ∈ E.

Beweis: NachSatz I. 5. 5konvergiert
∑∞

n=1 ‖〈x | xn〉 xn‖
2 ≡

∑∞
n=1 |〈x | xn〉|

2. Da{〈x | xn〉 xn,n ∈ N}
ein Orthogonalsystem ist, folgt mitSatz I. 5. 3die Konvergenz der Reihe

∑∞
n=1 〈x | xn〉 xn. �

Definition I. 5. 7 (Fourierreihe). Sei {xn,n ∈ N} ein NOS im HilbertraumE. Die Reihe∑∞
n=1 〈x | xn〉 xn heißtFourierreihedes Elementesx ∈ E. ♥

Definition I. 5. 8 (vollständig). Ein NOS heißtvollständigoderVNOSoderOrthonormalbasis,
wenn

∀x ∈ E : x =
∞∑

n=1

〈x | xn〉 xn.
♥

Satz I. 5. 9. Für ein NOS{xn,n ∈ N} im HilbertraumE sindäquivalent:

(i) x =
∑∞

n=1 〈x | xn〉 xn ∀x ∈ E, d. h. die Fourierreihe vonx konvergiert gegenx.

(ii) Aus 〈z| xn〉 = 0 ∀n ∈ N für z ∈ E folgt z= 0 ({xn} ist ein maximales NOS).

(iii) ‖x‖2 =
∑∞

n=1 |〈x | xn〉|
2 ∀x ∈ E, d. h. in B’scher Ungleichung (Satz I. 5. 5) gilt Gleich-

heit für allex)

(iv) 〈x | y〉 =
∑∞

n=1 〈x | xn〉 〈xn | y〉 ∀x, y ∈ E (P’sche Vollsẗandigkeitsrelation)

Beweis: (i)⇒(iv) : x =
∑

n∈N 〈x | xn〉 xn, y =
∑

n∈N 〈y | xn〉 xn. Also

〈x | y〉 =

〈∑
n∈N

〈x | xn〉 xn |
∑
k∈N

〈y | xk〉 xk

〉
=

∑
n∈N

∑
k∈N

〈x | xn〉 〈y | xk〉 〈xn | xk〉︸  ︷︷  ︸
=δn,k

=
∑
n∈N

〈x | xn〉 〈y | xn〉 =
∑
n∈N

〈x | xn〉 〈xn | y〉

15
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(iv)⇒(iii) : Setzex = y.

(iii)⇒(ii) : Sei〈z| xn〉 = 0 ∀n ∈ N. Nach(iii) mit z:

‖z‖2 =
∑
n∈N

|〈z| xn〉|
2 = 0 ⇒ z= 0

(ii)⇒(i): Seix ∈ E1, y B
∑

n∈N 〈x | xn〉 xn. Zu zeigen:x = y.〈
x− y︸︷︷︸
Cz

| xk

〉
= 〈x | xk〉 −

〈∑
n∈N

〈x | xn〉 xn | xk

〉
= 〈x | xk〉 −

∑
n∈N

〈x | xn〉 〈xn | xk〉 = 〈x | xk〉 − 〈x | xk〉

Nach(ii) ist z= x− y = 0, alsox = y. �

Beispiele I. 5. 3. (i) Es seiE = `2(N), xn = (0, . . . ,0,1,0,
n-te Stelle

. . . ,0) ∀n ∈ N. Sei 〈z| xn〉 =

0 ∀n ∈ N undz= (zn) ∈ E. Dann:

0 = 〈z| xn〉 =
∑
k∈N

zkxn,k = zn ∀n,

alsoz= 0, damit ist{xn} vollständig.

(ii) {x2, x3, . . . } ist nicht vollsẗandig, dax1 ⊥ xk ∀k > 1. X

c. Existenz von Orthonormalbasen in separablen Hilbertr äumen

Definition I. 5. 10 (separabel). Ein metrischer Raum heißtseparabel,wenn es eine abzählbare
TeilmengeM ⊆ E gibt, die inE dicht liegt (d. h.M = E). ♥

Beispiele I. 5. 4. (i) E = R, M = Q, Q = R, also istR separabel.

(ii) E = Rn undE = Cn sind separabel.

(iii) E = `2(N), M =
{

(r1 + is1, r2 + is2, . . . )
∣∣∣ rk, sk ∈ Q,

∑
k∈N |rk + isk|

2 < ∞
}

ist abz̈ahl-
bare Teilmenge vonE. Wir zeigen:M ist dicht inE.

Seienx = (xn) ∈ E und ε > 0 geẅahlt. DaQ dicht in R liegt, gibt es∀n ∈ N Zahlen
rn, sn ∈ Q mit |xn − (rn + isn)| < ε

2n . Dann

‖x− (rn + isn)‖2 =
∑
n∈N

|xn − (rn + isn)|2 ≤
∑
n∈N

(
ε

2n

)2
< ε2

(iv) SeiE = L2 [a,b], a < b mit Lebesgue-Maß, sei

M B

 k∑
n=0

(rn + isn)xn

∣∣∣∣∣∣∣ rn, sn ∈ Q, k ∈ N

 .
M ist abz̈ahlbare Teilmenge vonE. Nach dem Satz von Wß gilt: M = C[x] =
C [a,b] = L2 [a,b]. Also istL2 [a,b] separabel.
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5. Orthonormalsysteme und Fourierentwicklung im Hilbertraum

(v) Auch E = L2(G) mit G ⊆ Rn Gebiet und mit dem Lebesgue-Maß ist separabel. Für be-
schr̈ankteG zeigt man das̈uber den Satz von Weierstraß inn Variablen, f̈ur unbeschr̈ankte
G durch abz̈ahlbares approximieren.

(vi) Jedoch:L2(X, µ) ist i. a. nicht separabel.X = R, µ sei das Z̈ahlmaß. X

Satz I. 5. 11(Existenzkriterium). Es sei (E, 〈· | ·〉) ein unendlichdimensionaler Hilbertraum.E
ist separabel⇐⇒ E hat ein VNOS{xn,n ∈ N}.

Beweis:
”
⇐“: Sei {xn,n ∈ N} ein VNOS. M =

{ ∑n
k=1(rk + isk)xk

∣∣∣ rk, sk ∈ Q,n ∈ N
}

ist
abz̈ahlbare und dichte Teilmenge vonE.

”
⇒“: Wir wenden das G-S’sche Orthonormalisierungsverfahren1 an: Es sei{0} ,

M = {zk, k ∈ N} eine abz̈ahlbare und dichte Teilmenge vonE. Es seir1 ∈ N die kleinste Zahl
mit zr1 , 0. Weiter seiy1 =

zr1

‖zr1‖
, damit ‖y1‖ = 1 und Lin{y1} = Lin{z1, . . . , zr1}. Es seien

y1, . . . , yk so konstruiert, daß{y1, . . . , yk} ein NOS ist und Lin{y1, . . . , yk} = Lin{z1, . . . , zrk}.
Wenn Lin{y1, . . . , yk} = Lin M, so sind wir fertig.

Wenn nicht, dann gibt es einzl mit {z1, . . . , zrk, zl} linear unabḧangig. Seil der kleinste Index
mit dieser Eigenschaft. Ansatz:yk+1 =

∑k
i=1 λiyi + αzl mit λi , α ∈ K. Bestimmeλi , α so, daß

yk+1 ⊥ y1, . . . , yk und ‖yk+1‖ = 1. Dann ist{y1, . . . , yk+1} ein NOS,λ1 = −α 〈zl | yi〉 sichert
Orthogonaliẗat, dann wird normiert.

Das Verfahren bricht nicht ab, daE nicht endlichdimensional ist. Also haben wir ein NOS
{yn,n ∈ N} mit Lin{yn,n ∈ N} = Lin{zn,n ∈ N}. Wir zeigen:{yn} ist ein VNOS. Seiz ∈ E mit
〈z| yn〉 = 0 ∀n ∈ N. Dann folgt〈z| y〉 = 0 ∀y ∈ Lin{yn} = Lin{zn}. Also 〈z| zn〉 = 0 ∀n ∈ N und
damit〈z| x〉 = 0 ∀x ∈ M = E. Setzex = z, dann〈z| z〉 = 0, alsoz= 0. �

Bemerkung I. 5. 5. (i) Es seien diezk, k ∈ N paarweise linear unabhängig, dann giltrk = k,
also{y1, . . . , yn} =

{
z1
‖z1‖

, . . . , zn
‖zn‖

}
.

(ii) Orthogonale Polynome: SeiX ⊆ R, µ Borelmaß aufX, X ∈ {[a,b] , [0,∞[ ,R}. µ habe
keinen endlichen Träger, d. h.µ ist nicht Summe von endlich vielen Punktmaßen.E =
L2(X, µ). Seizk = tk, k ∈ N0. Dann sind diezk in E linear unabḧangig. Also existiert ein
NOS {yn,n ∈ N0} mit Lin{y0, . . . , yn} = Lin{z0, . . . , zn} = {p ∈ C[t] : degp ≤ n}. Da zn

linear unabḧangig folgt degyn = n.

Korollar I. 5. 12. SeiE ein separabler Hilbertraum. WennE endlichdimensional ist als Vektor-
raum, dann istE isomorph zuCn. WennE ein unendlichdimensionalerVektorraumist, dann ist
E isomorph zù 2(N).

Beweis: Sei E unendlichdimensional:E ist separabel und unendlichdimensional, also gibt es
nachSatz I. 5. 11ein VNOS{yn} von E. Da {yn} ein VNOS ist, giltx =

∑∞
n=1 〈x | yn〉 yn ∀x ∈

E. Wir definierenF(x) = (〈x | yn〉 , n ∈ N) für x ∈ E. Nach der B’schen Ungleichung
(Satz I. 5. 5) gilt

∑
n∈N |〈x | yn〉|

2 ≤ ‖x‖2, also istF(x) ∈ `2(N). F ist linear.

1Der Text soll im folgenden gëandert werden: Trennung der Beschreibung GS vom Rest des Beweises
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Wir zeigen nun:F ist surjektiv. Seia = (an) ∈ `2(N). Da
∑

n∈N |an|
2 < ∞ konvergiert die

Reihe
∑

n∈N anyn im Hilbertraum nachKorollar I. 5. 6. Sei x =
∑

k∈N akyk. Es ist 〈x | ym〉 =〈∑
n∈N anyn | ym

〉
=

∑
n∈N an 〈yn | ym〉 = am. Also:

x =
∑
n∈N

〈x | ym〉 yn, F(x) = (〈x | yn〉)n∈N = (an) = a

Seienx, y ∈ E. Dann gilt

〈F(x) | F(y)〉`2(N) = 〈(〈x | yn〉) | (〈y | yn〉)〉`2(N) =
∑
n∈N

〈x | yn〉 〈y | yn〉 = 〈x | y〉E (5.1)

nach P’scher Vollsẗandigkeitsrelation. Also erhält F das Skalarprodukt. Wir zeigen nun
noch, daßF injektiv ist: SeiF(x) = 0. Nach (5.1) gilt: 〈F(x) | F(x)〉 = 〈x | x〉 = 0, alsox = 0.
Daher istF ein Isomorphismus vonE auf `2(N). �

Bemerkung I. 5. 6.Jeder der folgenden Hilberträume ist also isomorph zù2(N): L2 [a,b], L2(G)
mit G Gebiet inRn undλ-Lebesguemaß.

d. Anwendung auf klassische Fourierreihen

Definition I. 5. 13 (trigonometrisches Polynom). Ein trigonometrisches Polynomist eine Funk-
tion der Form

p(x) = a0 +

k∑
n=1

an sinnx+ bn cosnx k∈ N
♥

Satz I. 5. 14. Es sei f (x) eine stetige Funktion auf[−π, π] mit f (−π) = f (π). Dann existiert zu
jedemε > 0 ein trigonometrisches Polynompε(x) mit | f (x) − pε(x)| < ε ∀x ∈ [−π, π].

Korollar I. 5. 15. Das tringonometrische NOS
{

1√
2π
, sinnx√

π
, cosnx√

π

∣∣∣∣ n ∈ N
}

ist vollsẗandig in

L2 [−π, π].

Beweis: Sei〈z| yn〉 = 0 ∀n ∈ N. Sei{yn, n ∈ N} trigonometrisches System. Daher istzorthogo-
nal zu allen trigonometrischen Polynomen, nachSatz I. 5. 14auch zu den stetigen Funktionen
mit f (−π) = f (π). Also z⊥ L2 [−π, π], also= 0. D. h., f̈ur alle f ∈ L2 [−π, π] gilt:

f =
a0
√

2π
+

∑
n∈N

an
sinnx
√
π
+ bn

cosnx
√
π �

e. Andere Aussagen über Konvergenz von klassischen Fourierreihen

(i) K (1911): Es gibt Funktionenf ∈ L1 [−π, π] derart, daß die Fourierreihe fast
überall konvergiert auf[−π, π].

(ii) C (1962):∀ f ∈ L2 [−π, π] konvergiert die Fourierreihe fastüberall gegenf (x).

(iii) K (1970): Zu jeder Lebesgue-NullmengeN ⊆ [−π, π] existiert eine Funktionf ∈
L2 [−π, π] derart, daß die Fourierreihe vonf für f (x) ∀x ∈ N nicht konvergiert.
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(iv) f (x) sei stetig differenzierbar auf[−π, π] und f (−π) = f (π), f ′(−π) = f ′(π). Dann kon-
vergiert die Fourierreihe vonf (x) gleichm̈aßig auf[−π, π] gegenf (x). Die Fourierreihe
konvergiert auch absolut. Beweisidee:f stetig differenzierbar, alsoan ∼

cn
n mit (cn) ∈ `2.

(v) Sei f ∈ L1 [−π, π], t0 ∈ ]−π, π[. Es gelte
∫ π

−π

∣∣∣∣ f (x+t0)− f (t0)
x

∣∣∣∣ dx < ∞, wobei f periodisch
mit Periode 2π fortgesetzt wird. Dann konvergiert die Fourierreihe vonf (x) im Punktt0
gegenf (t0).

(vi) Lokalisationsprinzip:Es seienf , g ∈ L1 [−π, π], t0 ∈ ]−π, π[ undε > 0. Es geltef (t) =
g(t) ∀t ∈ ]t0 − ε, t0 + ε[∩[−π, π]. Dann gilt: Die Folge der Partialsummen der Fourierreihe
von f konvergiert int0 genau dann, wenn die Folge der Partialsummen der Fourierreihe
vong in t0 konvergiert.

(vii) Sei f (x) ∈ C0 [−π, π] mit f (−π) = f (π).

Sn( f ) B a0
1
√

2π
+

n∑
k=1

(
ak

sinkx
√
π
+ bk

coskx
√
π

)

sein-te Partialsumme der Fourierreihe vonf (x). Seiσn( f ) B S0( f )+···+Sn( f )
n+1 , n ∈ N. Die

Folge (σn) konvergiert dann gleichm̈aßig auf[−π, π] gegenf (x) (Satz von F).
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Kapitel II.

Grundprinzipien der Funktionalanalysis

1. Das B’sche Kategorietheorem

Im folgenden sei (E,d) ein metrischer Raum.

Definition II. 1. 1 (nirgendsdicht). Eine TeilmengeM ⊆ E heißt nirgendsdicht,wenn sie in
keiner Umgebung eines Punktes dicht liegt, d. h.∀x0 ∈ E ∀ε > 0 Kε(x0) * M, wobei

Kε(x0) B { x ∈ E | d(x, x0) < ε } . ♥

Definition II. 1. 2 (1. Kategorie, 2. Kategorie). Eine TeilmengeM ⊆ E heißt von1. Katego-
rie, wenn M abz̈ahlbare Vereinigung nirgendsdichter Teilmengen in (E,d) ist. M heißt von2.
Kategorie,wennM nicht von 1. Kategorie ist. ♥

Anschaulich heißt 1. Kategorie soviel wie
”
klein“ oder

”
mager“, wobei das schon viel sein kann.

Beispiel II. 1. 1. (i) E = R. Einpunktige Mengen sind nirgendsdicht.Q =
⋃∞

n=1{rn} ist von
1. Kategorie.Q ist aber dicht inR.

(ii) M =
{

1
n

∣∣∣ n ∈ N
}

ist nirgendsdicht inR, dennM = {0} ∪ M entḧalt kein Intervall. X

Satz II. 1. 3 (B’sches Kategorietheorem). Jeder nichtleere vollständige metrische RaumE
ist von 2. Kategorie.

Beweis: Angenommen,E =
⋃∞

i=1 Ai , Ai nirgendsdicht (alsoE von 1. Kategorie). Dann konstru-
ieren wir Cauchyfolge:

(i) A1 ist nirgendsdicht⇒ ∃x1 ∈ E mit x1 < A1, d. h.∃ε1 ∈ ]0,1[ mit Kε1(x1) ∩ A1 = ∅.

(ii) A2 ist nirgendsdicht⇒ A2 + Kε(x1) ∀ε > 0.⇒ ∃x2 ∈ Kε1(x1) mit x2 < A2⇒ ∃ε2 ∈
]
0, 1

2

[
mit Kε2(x2) ∩ A2 = ∅, Kε2(x2) ⊆ Kε1(x1).

Fortsetzung liefert:εn ∈
]
0, 1

2n−1

[
, Kεn(xn) ⊆ Kεn−1(xn−1) undKεn(xn) ∩ An = ∅.

Behauptung:(xn) ist eine Cauchyfolge vonE.

Beweis: d(xn, xm) ≤ d(xn, xN) + d(xN, xm) ≤ εN + εN ≤
1

2N−1 +
1

2N−1 für N ∈ N, n,m≥ N /
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1. Das B’sche Kategorietheorem

Da E vollständig ist, gibt esx ∈ E mit xn
limn→∞
−−−−−→ x. Da E =

⋃
An ∃k ∈ N mit x ∈ Ak. Für

n ≥ N ist xn ∈ Kεn(xn) ⊆ KεN(xN). Für n→ ∞: xn → x, alsox ∈ KεN(xN) ⊆ KεN−1(xN−1). Mit
KεN−1(xN−1) ∩ AN−1 = ∅ ∀N ∈ N, x ∈ KεN−1(xN−1) ∩ Ak, k = N − 1 im Widerspruch. �

Anwendungen II. 1. 2. (i) E = R, d(x, y) = |x− y|. E ist von 2. Kategorie. Insbesondere:E
ist keine abz̈ahlbare Vereinigung einpunktiger Mengen, also istR nicht abz̈ahlbar.

(ii) Es gibt f ∈ C0 [0,1] mit f (x) nicht differenzierbar f̈ur allex.

Wir geben ein explizites Beispiel (von Wß):

f (x) =
∞∑

k=0

{10nx}
10n mit {y} B min(bxc + x, dxe − x)

Beweis: mit B’schem Kategorietheorem.

E = C [0,1] , d( f , g) = sup
t∈[0,1]

| f (t) − g(t)| ≡ ‖ f − g‖

(E,d) ist vollsẗandig. Sei

Mn B

{
f ∈ E

∣∣∣∣∣∣ ∃t0 ∈ [0,1] mit sup
0<h<1

∣∣∣∣∣ f (t0 + h) − f (t0)
h

∣∣∣∣∣ ≤ n

}
(wir könnenf fortsetzen außerhalb von[0,1]).

Behauptung:Mn ist abgeschlossen inE.

Beweis: Sei (fk)k∈N eine Folge ausMn mit fk → f in E. Zu zeigen:f ∈ Mn. Da fk ∈

Mn ∃tk ∈ [0,1] mit sup0<h<1

∣∣∣∣ f (tk+h)− f (tk)
h

∣∣∣∣ ≤ n. Nach Satz von B-Wß
besitzt (tk)k∈N eine konvergente Teilfolge. O. B. d. A. sei (tk) selbst konvergent. Seit0 =
limk→∞ tk. Seih ∈ ]0,1[ fest geẅahlt.∣∣∣∣∣ f (tk + h) − f (tk)

h

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣ f (tk + h) − fk(tk + h)
h

∣∣∣∣∣︸                       ︷︷                       ︸
<ε da fk→ f

+

∣∣∣∣∣ fk(tk + h) − fk(tk)
h

∣∣∣∣∣︸                  ︷︷                  ︸
≤n da fk∈Mn

+

∣∣∣∣∣ fk(tk) − f (tk)
h

∣∣∣∣∣︸            ︷︷            ︸
<ε

< 2ε + n

für k hinreichend groß. F̈ur k→ ∞:∣∣∣∣∣ f (t0 + h) − f (t0)
h

∣∣∣∣∣ ≤ 2ε + n

Daε > 0 beliebig:|·| ≤ n ⇒ f ∈ Mn /

Behauptung:Mn nirgendsdicht inE.

Beweis: Angenommen, daß nicht, dannMn ⊇ Kε(g) für eing ∈ E undε > 0.

Kε(g) = { h ∈ E | |h(t) − g(t)| < ε ∀t ∈ [0,1] }

Wähleh ∈ Kε(g) derart, daß alle Anstiege> n sind.

Mn =

{
f ∈ E

∣∣∣∣∣∣ sup
0<h<1

∣∣∣∣∣ f (t0 + h) − f (t0)
h

∣∣∣∣∣ ≤ n

}
alsoh < Mn im Widerspruch zur Annahme. /
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Kapitel II. Grundprinzipien der Funktionalanalysis

NachSatz II. 1. 3gilt: E ,
⋃∞

i=1 Mi , da Mn nirgendsdicht. Seif ∈ E mit f <
⋃∞

n=1 Mn.

D. h., wäre f differenzierbar int0, dann
∣∣∣∣ f (t0+h)− f (t0)

h

∣∣∣∣ ≤ n für ein n, |h| < 1. Also wäre

f ∈ Mn im Widerspruch zur Wahl vonf . Also ist f nirgends differenzierbar. �

(iii) C, B, A:
Es seif (x) ∈ C∞ ]a,b[ , a,b ∈ R. Zu jedemx ∈ ]a,b[ ∃nx ∈ N mit f (nx)(x) = 0. Dann ist
f (x) ein Polynom.

Definition II. 1. 4 (lokalkompakt). Ein RaumE heißtlokalkompakt,wenn jeder Punktx0 ∈ E
eine kompakte Umgebung hat. ♥

Dazu istäquivalent: Zux0 ∈ E existiertUε(x0) = { x ∈ E | d(x, x0) ≤ ε }, sodaßUε kompakt
ist.

Satz II. 1. 5. Jeder nichtleere lokalkompakte metrische Raum ist von 2. Kategorie.

Beweis: Analog zuSatz II. 1. 3: Ersetze Vollsẗandigkeit durch Kompaktheit der Umgebung.�

Beispiele II. 1. 3. (i) SeiK = R oderK = C. Kn mit euklidischer Norm ist lokalkompakt,
dennUε(x0) = { x ∈ E | ‖x− x0‖ ≤ ε } ist abgeschlossene und beschränkte Teilmenge
vomKn, also kompakt.

(ii) E sei unendlich-dimensionaler Hilbertraum̈uberK. Dann istE nicht lokalkompakt.

(iii) Q mit Metrik d(x, y) = |x− y| ist nicht lokalkompakt, denn

Uε(x0) = { x ∈ Q | |x− x0| ≤ ε } = [x0 − ε, x0 + ε] ∩ Q

ist nicht kompakt.

(iv) M sei eine beliebige Menge mit diskreter Metrik:

d(x, y) =

1 wennx , y

0 wennx = y

M ist lokalkompakt, dennU 1
2
(x0) = {x0} ist trivialerweise kompakt.

(v) Ein Teilraum eines lokalkompakten Raumes ist im allgemeinen nicht lokalkompakt, siehe
Q ⊆ R. Allerdings ist jede offene Teilmenge eines lokalkompakten Raumes lokalkompakt,
sowie jede abgeschlossene Teilmenge. X

Zusammenfassung: Sei E ein nichtleerer, vollsẗandiger oder lokalkompakter metrischer
Raum. Dann istE von 2. Kategorie, d. h. wennE eine abz̈ahlbare Vereinigung von Teilmen-
gen ist, dann∃k ∈ N, x0 ∈ E, ε > 0 : Mk ⊇ Kε(x0).

2. Stetige lineare Abbildungen von normierten R äumen

a. Stetige und beschr änkte Abbildungen

Es seien (E1, ‖·‖1) und (E2, ‖·‖2) normierte lineare R̈aume.
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2. Stetige lineare Abbildungen von normierten Räumen

Definition II. 2. 1 (Lineare Abbildung). Eine AbbildungT : E1→ E2 heißtlinear, wenn

T(λx+ y) = λT(x) + T(y) ∀x, y ∈ E1, λ ∈ K.

Wir nennen lineare Abbildungen auchlineare Operatoren. ♥

Definition II. 2. 2 (Stetige lineare Abbildung). Eine lineare AbbildungT : E1 → E2 heißtste-
tig in x0, wenn f̈ur jede Folge (xn)n∈N ausE1 mit limn→∞ xn = x0 in (E1, ‖·‖1) stets gilt

lim
n→∞

T(xn) = T(x0) in (E2, ‖·‖2).

T heißtstetig,wennT in jedemx0 ∈ E1 stetig ist. ♥

Definition II. 2. 3 (Beschr̈ankte Menge). Eine TeilmengeM ⊆ E eines metrischen Raumes
(E,d) heißtbeschränkt,wenn es einx0 ∈ E gibt mit supx∈M d(x, x0) < ∞. Wenn (E, ‖·‖) ein
normierter linearer Raum ist, dann istM beschr̈ankt, wenn supx∈M ‖x‖ < ∞. ♥

Definition II. 2. 4 (Beschr̈ankte lineare Abbildung). Eine lineare AbbildungT : E1→ E2 heißt
beschränkt,wennT jede beschr̈ankte Teilmenge von (E1, ‖·‖1) in eine beschr̈ankte Teilmenge
von (E2, ‖·‖2) abbildet. ♥

Lemma II. 2. 5. Für eine lineare AbbildungT : E1→ E2 sindäquivalent:

(i) T ist beschr̈ankt

(ii) T(U) ist beschr̈ankt, mitU B U1(0) = { x ∈ E1 | ‖x‖1 ≤ 1 }

(iii) T(S) ist beschr̈ankt, mitS B S1(0) = { x ∈ E1 | ‖x‖1 = 1 }

b. Operatornorm

Definition II. 2. 6 (Operatornorm). Sei T : E1 → E2 eine beschr̈ankte lineare Abbildung.
Dann heißt

‖T‖ B sup
‖x‖1≤1

‖T(x)‖2

dieOperatornormvonT. ♥

Lemma II. 2. 7. Es gilt

‖T‖ = inf { λ > 0 | ‖T(x)‖2 ≤ λ ‖x‖1 ∀x ∈ E1 }

= sup
‖x‖1=1

‖T(x)‖2
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Kapitel II. Grundprinzipien der Funktionalanalysis

Beweis: SieheÜbung. �

Satz II. 2. 8. Für jede lineare AbbildungT : E1→ E2 sindäquivalent:

(i) T ist stetig in einemx0 ∈ E1

(ii) T ist stetig

(iii) T ist beschr̈ankt

(iv) ∃λ > 0 ∀x ∈ E1 : ‖T(x)‖2 ≤ λ ‖x‖1

Beweis: (i)⇒(iv) Sei o. B. d. A.x0 = 0 (möglich, daT linear). DaT stetig ist inx0 = 0 gibt es
ein δ > 0 mit T(Uδ(0)) ⊆ U1(0). Seix ∈ E1, x , 0. Setzey B δ x

‖x‖1
. Dann ist‖y‖1 = δ,

also isty ∈ Uδ(0), alsoT(y) ∈ U1(0), d. h.

‖T(y)‖2 ≤ 1 ·

∥∥∥∥∥∥T
(
δ

x
‖x‖1︸︷︷︸
=y

)∥∥∥∥∥∥ ≤ 1

⇒ ‖T(x)‖2 ≤ δ−1︸︷︷︸
Cλ

‖x‖1

(iv) ⇐⇒ (iii) Lemma II. 2. 7

(ii)⇒(i) trivial

(iv)⇒(ii) Seix0 ∈ E1 und (xn) eine Folge mit limn→∞ xn = x0.

‖T(xn) − T(x0)‖2 = ‖T(xn − x0)‖2 ≤ λ ‖xn − x0‖1→ 0,

also limn→∞ T(xn) = T(x0). �

Wir benutzen folgende Schreibweisen:

L(E1,E2) Vektorraum aller linearen AbbildungenT : E1→ E2.

L(E1,E2) Vektorraum aller stetigen linearen AbbildungenT : E1→ E2.

L(E1) seiL(E1,E1).

Satz II. 2. 9. (i) L(E1,E2) ist mit ‖·‖ ein normierter linearer Raum.

(ii) Wenn (E2, ‖·‖2) vollständig ist, ist auch (L(E1,E2), ‖·‖) vollständig

In diesem Satz ist auch enthalten:‖T‖ ist wirklich eine Norm!

Beispiele II. 2. 1. (i) K ∈ {R,C}, E1 = K
n, E2 = K

m. ‖·‖1, ‖·‖2 seien beliebige Normen aufE1

bzw. E2. A sei eine (m,n)-Matrix mit Elementen ausK. Dann definieren wir die lineare
Abbildung

TA(x) B A · x.

In Analysis 2 zeigt man:‖TA‖0 ≤
(∑n

j=1
∑m

i=1

∣∣∣ai j

∣∣∣2) 1
2
‖x‖0 mit ‖·‖0 euklidischer Norm.

Die Abbildung ‖TA‖2 B
√∑

i, j

∣∣∣ai j

∣∣∣2 heißtHilbert-Schmidt-Normvon TA. Also ist TA
beschr̈ankt. Da alle Normen aufE1 bzw.E2 äquivalent sind, istTA : (E1, ‖·‖1)→ (E2, ‖·‖2)
auch beschr̈ankt. Also gilt:L(E1,E2) = L(E1,E2). In Linearer Algebra zeigten wir: jede
lineare AbbildungE1→ E2 ist von der FormTA.
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2. Stetige lineare Abbildungen von normierten Räumen

(ii) E1 = C [0,1] = E2, ‖·‖1 = ‖·‖2 = supt∈[0,1] | f (t)|. K(s, t) sei stetige Funktion auf[0,1] ×
[0,1]. Wir definieren:

(TK x)(s) B
∫ 1

0
K(s, t)x(t) dt

Wir zeigen:TK : E1 → E2 ist ein beschr̈ankter Operator: DaK(s, t)x(t) stetig in (s, t) ist,
ist auchTK x(s) stetig. Es giltTK x ∈ E2 für x ∈ E1:

‖TK x‖ = sup
s∈[0,1]

∫ 1

0
K(s, t)x(t) dt

≤ sup
s∈[0,1]

∫ 1

0
sup

(s,t)∈[0,1]×[0,1]
|K(s, t)| |x| dt

≤ ‖K‖ ‖x‖ ⇒ ‖TK‖ ≤ ‖K‖

(iii) Differentiationsoperatoren:

E1 B C
∞ [0,1] ‖ f ‖1 B sup

t∈[0,1]
| f (t)| + sup

t∈[0,1]

∣∣∣ f ′(t)∣∣∣
E2 B C

∞ [0,1] ‖ f ‖2 B sup
t∈[0,1]

| f (t)|

SeiT( f )(t) B f ′(t). Dann haben wir

‖T( f )‖2 = sup
t∈[0,1]

∣∣∣ f ′(t)∣∣∣ ≤ ‖ f ‖1
Also istT beschr̈ankt und es gilt‖T‖ ≤ 1.

Hat aberE1 die Norm‖·‖2, so gilt für fn(t) = tn: ‖ fn‖2 = 1, mit T( fn) = ntn−1 haben wir
‖T( fn)‖ = n, und das ist nicht beschränkt, da

‖T( f )‖2 ≤ λ ‖ f ‖2
mit f = fn n ≤ λ · 1 ∀n

ein Widerspruch ist.

(iv) Fouriertransformation:Für f ∈ L1(R) definieren wir:

F( f )(t) B
1
√

2π

∫ ∞

−∞

eits f (s) ds.

Das Integral existiert, weil
∫ ∞
−∞

∣∣∣eits f (s)
∣∣∣ ds=

∫ ∞
−∞
| f (s)| ds< ∞, da f ∈ L1(R). Es gilt

|F( f )(t)| ≤
1
√

2π

∫ ∞

−∞

f (s) ds=
1
√

2π
‖ f ‖L1(R) für festest,

also‖F( f )‖L∞(R) ≤
1√
2π
‖ f ‖L1(R). F ist eine beschr̈ankte lineare Abbildung des Banach-

raumsL1(R) in den BanachraumL∞(R) und‖F‖ ≤ 2√
2π

.

Für f ∈ L2(R) kann man definieren:

(F f )(t) B
1
√

2π
lim

A→−∞
lim

B→∞

∫ B

A
eits f (s) ds
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Kapitel II. Grundprinzipien der Funktionalanalysis

Man kann zeigen:F bildet L2(R) auf L2(R) ab und es gilt:

‖F( f )‖L2(R) = ‖ f ‖L2(R)

1
√

2π

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣∫ ∞

−∞

eits f (s) ds
∣∣∣∣∣2 dt =

∫ ∞

−∞

| f (t)|2 dt

F−1 f (t) =
1
√

2π

∫ ∞

−∞

e−its f (s) ds F’sche Integrationsformel

(v) Shiftoperator: Seix ∈ `2(N), S(x1, x2, . . . ) B (0, x1, x2, . . . ). Dann gilt:

‖S(x)‖2 = 02 + x2
1 + x2

2 + . . . = ‖x‖
2

S ist also beschr̈ankter linearer Operator und‖S‖ = 1. X

c. Der duale Raum

(E, ‖·‖) sei normierter linearer Raum̈uberC. SeiF = C, ‖x‖ B |x|.

Definition II. 2. 10 (Dualer Raum). Der RaumE′ B L(E, F) heißtdualer Raum zu E. ♥

Da F vollständig ist, istE′ auch vollsẗandig, also ein Banachraum. D. h.E′ ist Vektorraum
aller stetigen linearen Funktionalef auf E. Die Norm von f ∈ E′ ist ‖ f ‖ = sup‖x‖=1

x∈E
| f (x)|.

Beispiele II. 2. 2. (i) E = Lp(X, µ), 1 < p < ∞. Seiq ∈ R mit 1
p +

1
q = 1. Seig ∈ Lq(X, µ),

dann definieren wir

Fg( f ) B
∫

X
f (x)g(x) dµ(x), f ∈ Lp(X, µ)∫

X
| f (x)g(x)| dµ(x) = ‖ fg‖L1(X,µ) ≤ ‖ f ‖Lp(X,µ) ‖g‖Lq(X,µ) < ∞

Nach Ḧ’scher Ungleichung. Also existiertFg( f ) und∣∣∣Fg( f )
∣∣∣ ≤ ∫

| f (x)g(x)| dµ(x) < ‖ f ‖ ‖g‖

Also Fg ∈ Lp(X, µ)′ und
∥∥∥Fg

∥∥∥ ≤ ‖g‖Lq(X,µ). Man kann zeigen:
∥∥∥Fg

∥∥∥ = ‖g‖. JedesF ∈
Lp(X, µ)′ ist von der FormFg. Also Lp(X, µ)′ � Lq(X, µ).

(ii) p = 1, q = ∞. (X, µ) seiσ-finiter Maßraum. Dann kann man zeigen:

L1(X, µ)′ � L∞(X, µ)

(iii) p = ∞,q = 1. Dann gilt:
L∞(X, µ)′ ⊇ L1(X, µ),

i. a. gilt L∞(X, µ)′ ⊃ L1(X, µ).

26



2. Stetige lineare Abbildungen von normierten Räumen

(iv) (E, 〈· | ·〉) sei Hilbertraum̈uberC. NachSatz I. 4. 11sind alle stetigen linearen Funktionale
von der Form

Fy(x) = 〈x | y〉 x ∈ E, y ∈ E fest

Wir zeigen
∥∥∥Fy

∥∥∥ = ‖y‖:
Beweis: ∣∣∣Fy(x)

∣∣∣ = |〈x | y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ ⇒ ∥∥∥Fy

∥∥∥ ≤ ‖y‖∣∣∣Fy(y)
∣∣∣ = ‖y‖2 ≤ ∥∥∥Fy

∥∥∥ ‖y‖ /

SeiE+ folgender Raum:E+ = E als Menge, Addition inE+ ist die Addition inE, skalare
Multiplikation in E+ sei die Multiplikation mit dem komplex konjugierten inE: λ ◦ x =
λ · x, Norm vonE+ ist die Norm vonE. Dann giltλFy = Fλ◦y für λ ∈ C, y ∈ E. Die
Abbildung E+ 3 y 7→ Fy ∈ E′ ist eine isometrische lineare Abbildung vonE+ auf E′.
Allgemein:E′ = E+ für jeden Hilbertraum.

(v) SeiE = C [0,1]. E′ ist der Raum aller komplexen Borelmaße auf[0,1]. µ sei ein positives
Borelmaß auf[0,1]. Wir definieren

Fµ( f ) B
∫

[0,1]
f (x) dµ(x) f ∈ C [0,1]∥∥∥Fµ(t)

∥∥∥ ≤ ‖ f ‖∫
[0,1]

dµ(x) = ‖ f ‖ µ([0,1])

mit ‖ f ‖ = supt∈[0,1] | f (t)|. Also istFµ ∈ C [0,1],
∥∥∥Fµ

∥∥∥ ≤ µ([0,1]).

Es seien nunµ1,2,3,4 positive Borelmaße. Wir definieren:

µ(M) B µ1(M) − µ2(M) + i(µ3(M) − µ4(M)), M ∈ B([0,1])

µ ist ein komplexes Borelmaß, und alle lassen sich so schreiben. Wir definieren:

Fµ( f ) B
∫

f (x) dµ(x) B
∫

f dµ1 −

∫
f dµ2 + i

∫
f dµ3 − i

∫
f dµ4

Fµ( f ) ist dann auch im Dualraum. AlsoFµ ∈ C [0,1]′. NachSatz I. 4. 11ist

C [0,1]′ =
{

Fµ

∣∣∣ µ kompl. Borelmaß
}
.

Allgemein gilt: SeiX kompakter metrischer Raum.

C(X)′ =
{

Fµ

∣∣∣ µ komplexes Borelmaß
}

X
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3. Das B-S-Theorem

a. Das B-S-Theorem

Satz II. 3. 1 (B-S). E sei Banachraum undF ein normierter linearer Raum.
{Ti , i ∈ I } sei Familie von stetigen linearen Abbildungen vonE → F. Die FamilieTi sei punkt-
weise beschr̈ankt, d. h.

sup
i∈I
‖Ti(x)‖ = cx < ∞ ∀x ∈ E

Dann ist{Ti} gleichm̈aßig beschr̈ankt, d. h.

sup
i∈I
‖Ti‖ < ∞

Bemerkung II. 3. 1.supi∈I ‖Ti‖ = supi∈I sup‖x‖≤1 ‖Ti(x)‖ < ∞

Beweis (vonSatz II. 3. 1): Sei An B { x ∈ E | ‖Ti(x)‖ ≤ n ∀i ∈ I } = { x ∈ E | cx ≤ n }. Da
alle Familien punktweise beschränkt sind, gilt

⋃∞
n=1 An = E. NachSatz II. 1. 3existierenn0 ∈ N,

x0 ∈ E, ε > 0 mit
An0 ⊇ Kε(x0).

Da Ti ∈ L(E, F) ist An abgeschlossen, alsoAn0 = An0, An0 ⊇ Kε(x0). Seiy ∈ E, ‖y‖ ≤ 1. Sei
xB x0 + εy. Dannx ∈ Kε(x0), denn‖x− x0‖ = ‖εy‖ ≤ ε.

‖Ti(y)‖ =
∥∥∥∥∥Ti

( x− x0

ε

)∥∥∥∥∥ ≤ 1
ε

(‖Ti(x)‖ + ‖Ti(x0)‖)

≤
1
ε

(n0 + cx0).

sup
‖y‖≤1
‖Ti(y)‖ = ‖Ti‖ ≤

1
ε

(n0 + cx0) �

Zusatz: SeienE, F, {Ti} wie in Satz II. 3. 1. Sei E1 =
{

x ∈ E
∣∣∣ supi∈I ‖Ti(x)‖ < ∞

}
. Dann

folgt: Entweder giltE = E1 oderE1 ist von 1. Kategorie.

b. Folgerungen aus B -S

Problem: E, F seien normierte lineare Räume,Tn ∈ L(E, F), n ∈ N. Für jedesx ∈ E existiere
limn→∞ Tn(x) in F. Definiere:T(x) B limn→∞ Tn(x). Dann istT eine lineare AbbildungE→ F.
Frage: IstT stetig? Im allgemeinen leider nein, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel II. 3. 2.Sei E = F = d B { (x1, . . . , xn,0 . . . ) | xi ∈ C } der Vektorraum aller finiten
Folgen. Wir definieren‖(xn)‖ = supn∈N |xn|. Seien

Tk(x1, . . . , xn,0, . . . ) = (1 · x1, . . . , k · xk,0, . . . )

T(x1, . . . , xn,0, . . . ) = (x1, . . . ,nxn,0, . . . )
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Behauptung:‖Tk‖ ≤ k, Tk ∈ L(E, F).

Beweis:

‖Tk(xn)‖ = sup
j≤k

∣∣∣ jx j

∣∣∣ ≤ ksup
j∈N

∣∣∣x j

∣∣∣ = k ‖xn‖
/

Behauptung:T ist nicht beschr̈ankt.

Beweis: T(0, . . . ,0,1,0, . . . ) = (0, . . . ,n,0, . . . )

‖T(en)‖ = n, ‖en‖ = 1

⇒ Es gibt keinc > 0 mit ‖T(x)‖ ≤ c‖x‖ ∀x ∈ E. /

Behauptung:lim Tk(x) = T(x) ∀x ∈ E

Beweis: Seix ∈ E. Dann existiertr ∈ N mit xn = 0 ∀n > r. Dann giltTk(x) = T(x) ∀k > r

⇒ lim
k→∞

Tk(x) = T(x)
/

X

Korollar II. 3. 2. Sei E Banachraum,F normierter linearer Raum,Tn ∈ L(E, F), T ∈ L(E, F).
Es gelte limn→∞ Tn(x) = T(x) ∀x ∈ E. Dann istT stetig. Es gilt‖T‖ ≤ lim inf n→∞ ‖Tn‖.

Beweis: Da limn→∞ Tnx existiert, gilt insbesondere supn→∞ ‖Tn(x)‖ < ∞ ∀x ∈ E. Nach dem
Satz von B-S (Satz II. 3. 1) folgt: supn∈N ‖Tn‖ = c < ∞. Es gilt also

‖Tn(x)‖ ≤ ‖Tn‖ ‖x‖ ≤ c‖x‖ ,

mit n→ ∞ folgt ‖T(x)‖ ≤ c‖x‖ ⇒ T stetig.
Sei I B lim inf n→∞ ‖Tn‖. Dann existiert Folge (Tnk) mit

∥∥∥Tnk

∥∥∥→ I . Es ist auch∥∥∥Tnk(x)
∥∥∥ ≤ ∥∥∥Tnk

∥∥∥ ‖x‖ ,
mit k→ ∞ folgt

‖T(x)‖ ≤ I ‖x‖ ⇒ ‖T‖ ≤ I . �

Insbesondere giltKorollar II. 3. 2 für F = C, also wennfn ∈ E′ und limn→∞ fn(x) existiert f̈ur
alle x, dann giltE 3 f (x) B lim fn(x).

Korollar II. 3. 3 (M-O). E, F seien Banachräume.B(·, ·) sei eine Bilinearform aufE×
F, d. h.

B(λe+ f , g) = λB(e, g)+B( f , g), B(e, λg+h) = λB(e, g)+B(e,h) ∀λ ∈ C,∀e, f ∈ E,∀g,h ∈ F

B sei partiell stetig, d. h.

lim
n→∞

B(en, f ) = B(e, f ) und lim
n→∞

B(ẽ, fn) = B(ẽ, f̃ )

für alleen→ eund fn→ f̃ , bei jeweils festenf undẽ.
Dann istB gleichzeitig stetig, d. h. wenn limn→∞ en = e, limn→∞ fn = f , dann gilt

lim
n→∞

B(en, fn) = B(e, f ).
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Beweis: Es gilt
B(en − e︸︷︷︸

→0

, fn) + B(e, fn − f︸︷︷︸
→0

) = B(en, fn) − B(e, f ),

daher reicht es, die Behauptung für e= 0 und f = 0 zu zeigen. Sei alsof = 0.
SeiTn(x) = B(en, x), x ∈ F. Dann istTn ∈ F′.

lim
n→∞

Tn(x) = lim
n→∞

B(en, x) = B(e, x),

da B partiell stetig. Da (Tn) punktweise beschränkt ist, istc B supn∈N ‖Tn‖ < ∞ nach B-
S (Satz II. 3. 1).

|B(en, fn)| = |Tn( fn)| ≤ ‖Tn‖ ‖ fn‖ ≤ c‖ fn‖

Da fn→ 0 folgt
lim
n→∞

B(en, fn) = 0 = B(e,0),

d. h. Behauptung gezeigt für f = 0. Analog zeigt man das für e= 0. �

Korollar II. 3. 4 (Kondensationsprinzip für Singulariẗaten). E sei Banachraum,F normierter li-
nearer Raum. SeiTn,m ∈ L(E, F) für n,m ∈ N. Für jedesn ∈ N gebe esxn ∈ E mit

sup
m∈N

∥∥∥Tn,m(xn)
∥∥∥ = ∞. (∗)

Dann ist die Menge

M B

{
x ∈ E

∣∣∣∣∣∣ sup
m∈N

∥∥∥Tn,mx
∥∥∥ = ∞ ∀n ∈ N

}
eine nichtleere Menge von 2. Kategorie.

Beweis: SeiAn B
{

x ∈ E
∣∣∣ supm

∥∥∥Tn,m(x)
∥∥∥ < ∞ }

. Nach Zusatz inSatz II. 3. 1ist An entweder
E oder von 1. Kategorie. Wegen (∗) ist An , E, also istAn von 1. Kategorie.

⋃∞
n=1 An ist von

1. Kategorie⇒ M = Er
⋃∞

n=1 An ist von 2. Kategorie. Insbesondere istM nichtleer, denn sonst
wäreE =

⋃∞
n=1 An und damit von 1. Kategorie im Widerspruch zuSatz II. 1. 3. �

4. Sätze von der offenen Abbildung und vom geschlossenen
Graphen

a. Satz von der offenen Abbildung

Für zwei MengenA undB, für deren Elemente die Operation− definiert ist, bezeichneA− B =
{ a− b | a ∈ A,b ∈ B }.

Satz II. 4. 1 (Offene Abbildung). E, F seien Banachräume.T sei stetige lineare Abbildung von
E auf F (surjektiv). Dann istT offen, d. h.T bildet offene Mengen in offene Mengen ab.

Beweis: U sei offen in E. Zu zeigen:T(U) ist offen in F. Da T linear ist, reicht es zu zeigen,
daßT(Uε(0)) für ε > 0 eine KugelUδ(0) in F entḧalt. (mit Uε(0)B { x ∈ E | ‖x‖ < ε }).
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4. Sätze von der offenen Abbildung und vom geschlossenen Graphen

1. Schritt: T(Uε(0)) entḧalt KugelUδ(0) in F.

Beweis: SeiU = U ε
2
(0). AusE =

⋃∞
n=1 nU folgt F = T(E) =

⋃
n∈N nT(U). F ist Banachraum,

nachSatz II. 1. 3gibt esm ∈ N, y ∈ F, α > 0 mit

mT(U) ⊇ Uα(y).

AusUε(0) ⊇ U − U folgt T(Uε(0)) ⊇ T(U) − T(U),

T(Uε(0)) ⊇ T(U) − T(U) ⊇ T(U) − T(U) ⊇
1
m

Uα(y) −
1
m

Uα(y)︸                  ︷︷                  ︸
C(∗)

(dennx− y ∈ T(U) − T(U), xn → x, yn → y, xn − yn ∈ T(U) − T(U)⇒ x− y ∈ T(U) − T(U))
und

(∗) =
1
m

(Uα(y) − Uα(y)) =
⋃

z∈ 1
mUα(y)

{
z−

1
m

Uα(y)︸︷︷︸
offen

}
︸             ︷︷             ︸

offen︸                        ︷︷                        ︸
offen

C Ũ

mit Ũ 3 0 ⇒ T(Uε(0)) ⊇ Uδ(0). /

2.Schritt T(Uε(0)) entḧalt Kugel um 0 inF.

Beweis: Wähle positive Zahlenrn mit
∑∞

n=0 rn <
ε
2. Seir0 < ε/2. SeiEα = Uα(0) in E, Fα =

Uα(0) in F. Nach dem 1. Schritt∃δn > 0 mit Fδn ⊆ T(Ern). O. B. d. A. sei limn→∞ δn = 0. Sei
y ∈ Fδ0 ⇒ y ∈ T(Er0), d. h. ‖y − T(x0)‖ < δ1 mit x0 ∈ Er0. y − T(x0) ∈ Fδ1 ⊆ T(Er1), d. h.
‖y − T(x0) − T(x1)‖ < δ2 mit x1 ∈ Er1. Fortsetzen des Verfahrens liefert Folge

(xn) ∈ Ern, ‖y − T(x0) − · · · − T(xn)‖ < δn+1.

Da ‖xn‖ < rn und
∑∞

n=0 rn <
ε
2,

∑∞
n=0 ‖xn‖ <

ε
2. Also konvergiert die Reihex0 +

∑∞
n=1 xn in E,

dennE ist Banachraum, etwa gegenx ∈ E. Mit
∥∥∥∥y − T

(∑n
k=0 xk

)∥∥∥∥ < δn+1 haben wir

0 ≤ lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥∥y − T

 n∑
k=0

xk


∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥y − T

 lim
n→∞

n∑
k=0

xk


∥∥∥∥∥∥∥ = ‖y − T x‖ ≤ 0

Daraus folgt:‖y − T(x)‖ = 0 ⇒ y = T(x). y war beliebig ausfδ. ‖x‖ ≤
∑∞

n=0 ‖xn‖ <
ε
2, also

x ∈ E ε
2
. Das heißt,Fδ0 ⊆ T(U ε

2
(0)). /

Korollar II. 4. 2. T sei bijektive stetige lineare Abbildung eines BanachraumsE auf einen Ba-
nachraumF. Dann istT−1 stetig.

Beweis: NachSatz II. 4. 1ist T offen, d. h.T(U) offen wennU offen. D. h. f̈ur T−1 ist das Urbild
offener Mengen stets offen. �
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b. Satz vom abgeschlossenen Graphen

Definition II. 4. 3 (Graph von T). SeiT ∈ L(E, F), G(T) B { (x,T(x)) | x ∈ E } heißtGraph
von T. ♥

Definition II. 4. 4 (Abgeschlossener Graph). Sei T ∈ L(E, F). T heißt abgeschlossen,wenn
G(T) ein abgeschlossener Teilraum vonE ⊕ F ist. ♥

Bemerkung II. 4. 1. (i) G(T) abgeschlossen heißt: ausxn→ x in E undT(xn)→ y in F folgt
stets (x, y) ∈ G(T), d. h.y = T(x).

(ii) T stetig⇒G(T) abgeschlossen, denn ausxn→ x in E folgt T(xn)→ T(x).

(iii) Wennxn→ x, dannT(xn) 6→ T(x), z. B.:T(xn) konvergiert nicht, oderT(xn)→ y , T(x).

Satz II. 4. 5. SeiT ∈ L(E, F). T ist abgeschlossen⇐⇒ ausxn → 0 in E undT(xn) → y in F
⇒ y = 0.

Beweis:
”
⇒“: Aus xn→ 0 undT(xn)→ y folgt T(0) = 0 = y.

”
⇐“: Sei xn→ 0 undT(xn)→ y. Dann istxn− x→ 0, T(xn− x)→ y−T(x). Nach Kriterium

folgt y − T(x) = 0, alsoy = T(x), alsoT(x) abgeschlossen. �

Beispiel II. 4. 2.Seia = (an) eine komplexe Folge. Seid = { (xn) | ∃k ∈ N ∀n ≥ k xn = 0 }, d
ist Raum der finiten Folgen.‖(xn)‖ B

∑∞
n=1 |xn|. DefiniereTa(xn) = (anxn).

Behauptung:Ta ist abgeschlossen.

Beweis: Seixk ∈ d mit xk → x in d undT(xk)→ y in d. Dann folgt insbesondere limk→∞ xk
n =

xn, limk→∞ Ta(xk)n ≡ limk→∞ anxk
n = yn, also limk→∞ anxk

n = anxn. Die Eindeutigkeit des
Grenzwertes liefert:anxn = yn, d. h.Ta(x) = y. /

X

Satz II. 4. 6 (vom abgeschlossenen Graphen, Closed Graph Theorem). E sei Banachraum,F
normierter linearer Raum,T sei eine abgeschlossene lineare Abbildung vonE in F. Dann istT
stetig.

Beweis: DaT abgeschlossen ist, istG(T) abgeschlossen inE⊕F. O. B. d. A. seiF auch vollsẗan-
dig (sonst vervollsẗandige)⇒ E ⊕ F ist Banachraum,G(T) als abgeschlossener Teilraum eines
Banachraums ist selbst wieder Banachraum. Wir definierenP1(x,T(x)) = x, P1 ist lineare Ab-
bildung des BanachraumsG(T) auf E. P1 ist stetig: denn

‖P1(x,T(x))‖ = ‖x‖ ≤ ‖x‖ + ‖T(x)‖

= ‖(x,T(x))‖

⇒ ‖P1‖ ≤ 1. P1 ist injektiv, denn wennP1(x,T(x)) = 0 = x, dannT(x) = 0, also (x,T(x)) =
(0,0). NachKorollar II. 4. 2 ist P−1

1 stetig. D. h. wennxn→ x, dann

P−1
1 (xn) ≡ (xn,T(xn))→ P−1

1 (x) = (x,T(x)).

Insbesondere:T(xn)→ T(x), d. h.T ist stetig. �

Korollar II. 4. 7. ‖x‖1 ≤ c1 ‖x‖2⇒ ‖x‖2 ≤ c2 ‖x‖1.
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5. Der Satz von H-B

5. Der Satz von H -B

E sei normierter linearer Raum.E′ sei der Vektorraum der stetigen linearen Funktionale aufE.
Problem: Gibt es

”
gen̈ugend viele“ stetige lineare Funktionale aufE? Z. B.: Gibt es zu jedem

x ∈ E, x , 0, ein f ∈ E′ mit f (x) , 0? Folgt ausx1 , x2, daß es einf ∈ E′ gibt mit
f (x1) , f (x2)?

Die Antwort ist Ja – mit dem Satz von H-B.

a. Lemma von Z 

Definition II. 5. 1 (Halbordnung). EineHalbordnungauf einer MengeM ist eine Relation
”
≤“

mit

(i) x ≤ x ∀x ∈ M

(ii) x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z ∀x, y, z ∈ M

(iii) x ≤ y, y ≤ x ⇒ x = y ∀x, y ∈ M

Ein maximales Elementist einz ∈ M, sodaß gilt∀x ∈ M : x ≥ z⇒ x = z. ♥

Beispiel II. 5. 1.Sei M = CR(X) der Vektorraum aller reeller stetiger Funktionen auf dem me-
trischen Raum (X,d). Wir definierenf ≤ g :⇐⇒ f (t) ≤ g(t) ∀t ∈ X. X

Lemma II. 5. 2 (vonZ). Wenn jede total geordnete Teilmenge vonM eine obere Schranke
besitzt, dann hat die halbgeordnete MengeM mindestens ein maximales Element.

Beweis: Ist äquivalent zum Auswahlaxiom:

{Xi}, Xi , ∅ ⇒ ∃M : M = { xi | xi ∈ Xi∀i ∈ I } �

b. H-B-Theorem f ür reelle Vektorr äume

Definition II. 5. 3 (Halbnorm). E sei VektorraumüberK ∈ {C,R}. Eine Halbnormauf E ist
eine Abbildungp: E→ [0,∞[ mit

(i) p(λx) = |λ| p(x) ∀λ ∈ K, x ∈ E

(ii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ∀x, y ∈ E ♥

Bemerkung II. 5. 2.Wenn noch gilt:p(x) = 0 ⇒ x = 0 dann istp eine Norm.

Beispiele II. 5. 3. (i) E = R2, p(x1, x2) = |x1|, dann istp eine Halbnorm.

(ii) E = C(x), X metr. Raum. Seix0 ∈ X. Definierepx0( f ) B | f (x0)|

(iii) SeiE normierter linearer Raum,f1, . . . , fn ∈ E′.

p(x) = | f1(x)| + · · · + | fn(x)| X

Bemerkung II. 5. 4.Räume mit Topologien durch Halbnormen: lokalkonvexe Räume, z. B. R̈aume
von Distributionen und von Grundfunktionen.
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Satz II. 5. 4 (vonH-B). E sei reeller Vektorraum undp sei Halbnorm aufE. F sei ein
linearer Teilraum vonE. f sei ein lineares Funktional aufF mit | f (x)| ≤ p(x) ∀x ∈ F.

Dann gibt es ein lineares Funktionalg auf E mit

(i) f (x) = g(x) ∀x ∈ F (d. h.g ist Erweiterung vonf )

(ii) |g(x)| ≤ p(x) ∀x ∈ E.

Beweis: 1. Schritt
Aussage(ii) ist äquivalent zu:g(x) ≤ p(x) ∀x ∈ E.

”
⇒“ ist klar.

”
⇐“: Sei g(x) ≤ p(x) ∀x ∈ E.

Dann gilt−g(x) = g(−x) ≤ p(−x) = p(x)⇒ |g(x)| ≤ p(x).

2. Schritt
Seix0 ∈ E, x0 , F, H B { y + λx0 | y ∈ F, λ ∈ R } ≡ F + R · x0.

Behauptung:Die Behauptung gilt f̈ur den RaumH.

Beweis: Seic ∈ R beliebig. Dax0 , F, läßt sich jedesz ∈ H eindeutig in der Formz= y+λx0

mit y ∈ F undλ ∈ R darstellen. (Ẅarez= y + λx0 = y
′ + λ′x0 danny − y′ = (λ − λ′)x0 ∈ E

⇒ λ = λ′ ⇒ y = y′.) Wir definiereng(z) = f (y) + λc. g ist dann lineares Funktional
auf H mit g(y) = f (y) für y ∈ F (denng(y + λx0) = g(y) + λg(x0) = f (y) + λc). Es ist
g(x0) = g(0 + 1x0) = c. Damit ist die Bedingung(i) erfüllt. c ist so zu ẅahlen, daß(ii) gilt.
Für u, v ∈ F gilt:

f (u− v) = f (u) − f (v) ≤ p(u− v) ≤ p(u− v) = p(u+ x0 − (x0 + v))

≤ p(u+ x0) + p(v + x0)

⇒ − f (v) − p(v + x0) ≤ − f (u) + p(u+ x0)

sup
v∈F

(− f (v) − p(v + x0))︸                       ︷︷                       ︸
Cc1

≤ inf
u∈F

(− f (u) + p(u+ x0))︸                       ︷︷                       ︸
Cc2

Wählec ∈ R mit c1 ≤ c ≤ c2. Für λ > 0 gilt:

g(z) = f (y) + λc ≤ f (y) + λc2 setzeuB
y

λ

≤���f (y) + λ
(
p
(

x0 +
y

λ︸ ︷︷ ︸
=x0+u

)
−

�
��f
(y
λ

)
︸︷︷︸
= f (u)

)
︸                     ︷︷                     ︸

≥c2

= p(λx0 + y) = p(z)

Für λ < 0 gilt:

g(z) = f (y) + λc ≤ f (y) + λc1 setzev B
y

λ

≤���f (y) + λ
(
�

�
��

− f
(y
λ

)
− p

(
x0 +

y

λ

))
= p(z)

Für λ = 0 gilt:
g(z) = g(y) = f (y) ≤ p(y) = p(z)
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Also gilt für alleλ ∈ R:

g(z) ≡ f (y) + λc ≤ p(z) ≡ p(y + λx0)

D. h. Bedingung(ii) ist erfüllt. /

3. Schritt – Allgemeiner Fall
(Anwendung des Z’schen Lemmas)
M sei die Menge aller Paare (Hh,h), wobei

(i) Hh ist Vektorraum mitF ⊆ Hh ⊆ E (als Teilr̈aume)

(ii) h ist lineares Funktional aufHh mit

(1) f (x) = h(x) ∀x ∈ F

(2) |h(x)| ≤ p(x) ∀x ∈ Hh

Definiere Ordnung
”
≤“ auf M: (Hh1,h1) ≤ (Hh2,h2) wennHh1 Teilraum vonHh2 ist undh1(x) =

h2(x) ∀x ∈ Hh1.

Behauptung:M erfüllt die Voraussetzung von Z (Lemma II. 5. 2)

Beweis: SeiM1 eine totalgeordnete Teilmenge vonM. Wir zeigen:M1 hat eine obere Schran-
ke. SeiHh0 =

⋃
h∈M1

Hh. Definiereh0(x) = h(x), falls x ∈ Hh0, x ∈ Hh. Sei x ∈ Hh1 ∩ Hh2

mit (Hh1,h1), (Hh2,h2) ∈ M1. Da M1 totalgeordnet, gilt (Hh1,h1) ≤ (Hh2,h2) oder (Hh2,h2) ≤
(Hh1,h1). D. h. Hh1 ⊆ Hh2 oderHh2 ⊆ Hh1, alsox ∈ Hh1 ⊆ Hh2 oderx ∈ Hh2 ⊆ Hh1. Also
h1(x) = h2(x) nach Definition der Ordnung. Die Definition ist damit korrekt.h0 ist lineares
Funktional aufHh0 mit (ii).1 und(ii).2, also ist (Hh0,h0) eine obere Schranke für M1. Nach
Z’schem Lemma besitztM ein maximales Element (Hhm,hm). WennHhm = E, dann ist
der Beweis beendet mitg = hm. Sei Hhm , E. Dann∃x0 ∈ E mit x0 < Hhm. Erweiterung
wie im zweiten Schritt gibt Erweiterungg von hm auf H =

{
y + λx0

∣∣∣ y ∈ Hhm, λ ∈ R
}
, die

(i) und (ii) erfüllt. ⇒ (Hhm,hm) < (H, g) im Widerspruch zu (Hhm,hm) maximales Element.
Also: Hhm = E. /

�

c. H-B-Theorem f ür komplexe Vektorr äume

Vorbetrachtungen: C- und R-lineare Funktionale. Sei f ein C-lineares Funktional auf
komplexem VektorraumE. Für x ∈ E sei f (x) = f1(x) + i f2(x), wobei f1(x), f2(x) ∈ R. Dann
haben wir

f (ix) = f1(ix) + i f2(ix) = i f (x) = i f1(x) + i2 f2(x)

f1(ix) = − f2(x), f2(ix) = f1(x)

Ersetzeix = y: f2(y) = f1(−iy). Also folgt:

f (x) = f1(x) + i f1(−ix)︸  ︷︷  ︸
∈R

, f1 istR-linear
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Kapitel II. Grundprinzipien der Funktionalanalysis

Umgekehrt: Seif1 einR-lineares Funktional auf komplexen VektorraumE, d. h.

f1 : E→ R, f1(λx+ y) = λ f1(x) + f1(y) ∀λ ∈ R, x, y ∈ E.

Dann definiere:
f (x) B f1(x) + i f1(−ix) ∀x ∈ E

Nachrechnen ergibt:f istC-lineares Funktional aufE.

Satz II. 5. 5 (vonH-B für komplexe Vektorr̈aume). F sei linearer Teilraum des kom-
plexen VektorraumsE. p sei eine Halbnorm aufE. f sei ein lineares Funktional aufF mit
| f (x)| ≤ p(x) ∀x ∈ F. Dann existiert ein lineares Funktionalg auf E mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(i) f (x) = g(x) ∀x ∈ F

(ii) |g(x)| ≤ p(x) ∀x ∈ E

Beweis: Sei f (x) = f1(x)+i f1(−ix) wie eben. Dann istf1 einR-lineares Funktional und| f1(x)| ≤
| f (x)| ≤ p(x). NachSatz II. 5. 4existiertR-lineares Funktionalg1 zu f1 mit

(i) f1(x) = g1(x) ∀x ∈ F

(ii) |g1(x)| ≤ p(x) ∀x ∈ F.

Definiereg(x) = g1(x) + ig1(−ix), x ∈ E. Nach der Vorbetrachtung istg einC-lineares Funktio-
nal. Dag1 Erweiterung vonf1 ist, istg Erweiterung vonf .

Noch zu zeigen:|g(x)| ≤ p(x) ∀x ∈ E.
Seix ∈ E. Dann∃ϕ ∈ R mit eiϕg(x) = |g(x)|. Also

g(eiϕx) = eiϕg(x) = |g(x)| = g1(eiϕx) + ig1(−ieiϕx)︸       ︷︷       ︸
=0

|g(x)| = g1(eiϕx) ≤ p(eiϕx) =
∣∣∣eiϕ

∣∣∣︸︷︷︸
=1

p(x) = p(x)

Damit ist(ii) erfüllt. �

d. Anwendung auf die Existenz ”hinreichend vieler“ stetiger linearer
Funktionale

(E, ‖·‖) sei normierter linearer Raum̈uberK ∈ {R,C}.

Korollar II. 5. 6. f sei stetiges lineares Funktional auf einem linearen TeilraumF von E. Dann
existiert ein stetiges lineares Funktionalg auf E mit f (x) = g(x) ∀x ∈ F und‖ f ‖ = ‖g‖.

Beweis: Wende H-B an auf die Halbnorm

p(x) B ‖ f ‖ ‖x‖ x ∈ E.
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Es gilt | f (x)| ≤ ‖ f ‖ ‖x‖ = p(x) ∀x ∈ F. seig wie im Theorem. Dann gilt:‖ f ‖ ≤ ‖g‖, weil g
Erweiterung vonf ist. Es gilt auch

|g(x)| ≤ p(x) = ‖ f ‖ ‖x‖ ∀x ∈ E

also
‖g‖ ≤ ‖ f ‖ ⇒ ‖ f ‖ = ‖g‖ . �

Korollar II. 5. 7. (i) ∀x ∈ E, x , 0 ∃ fx stetiges lineares Funktional aufE mit fx(x) = ‖x‖
und‖ fx‖ = 1.

(ii) ∀x1, x2 ∈ E, x1 , x2 ∃g ∈ E′ mit g(x1) , g(x2).

Beweis: (i)⇒(ii) folgt aus(i) angewandt aufx = x1 − x2.
Zeige also(i): SeiF = Kx der vonx erzeugte Vektorraum. Wir definieren:f (λx) = λ ‖x‖. f

ist lineares Funktional aufF mit

| f (λx)| ≤ |λ| ‖x‖ = ‖λx‖ ,

d. h. f stetig. Erweiteref zu einem stetigen linearen Funktionalfx mit ‖ fx‖ = ‖ f ‖. Es ist‖ f ‖ = 1,
fx(x) = f (x) = ‖x‖. �

Korollar II. 5. 8. SeiE ein Banachraum,x ∈ E. Dann gilt

‖x‖ = sup
{
| f (x)|

∣∣∣ f ∈ E′, ‖ f ‖ ≤ 1
}

Beweis: Es gilt stets| f (x)| ≤ ‖ f ‖ ‖x‖ für x ∈ E, f ∈ E′. Also sup{. . . } ≤ ‖x‖. NachKorol-
lar II. 5. 7∃ fx ∈ E′ mit fx(x) = ‖x‖, ‖ fx‖ = 1. Also gilt sup{. . . } ≥ fx(x) = ‖x‖. �

Wir definieren zu gegebenemx ∈ E

hx( f ) = f (x) f ∈ E′, hx : E′ → K

|hx( f )| = | f (x)| ≤ ‖ f ‖ ‖x‖, also isthx stetig. MitKorollar II. 5. 8gilt ‖hx‖ = ‖x‖. hx ist auch linear,
d. h.hx ∈ (E′)′ = E′′. Umformulierung: Die Abbildungx 7→ hx ist eine Isometrie vonE in den
Bidual E′′. Im Sinne dieser Isometrie:E ⊆ E′′.

Definition II. 5. 9 (reflexiv). E heißtreflexiv,wennE = E′′. ♥

Beispiele II. 5. 5. (i) Lp(X, µ), 1 < p < ∞ ist reflexiv. Sei1p +
1
q = 1. Bekannt: (Lp(X, µ))′ =

Lq(X, µ).
⇒ (Lp(X, µ))′′ = (Lq(X, µ))′ = Lp(X, µ)

(ii) nicht reflexiv sind z. B.L1(X, µ), L∞(X, µ), C [a,b].

c0 =

{
x = (xn) ∈ `∞

∣∣∣∣∣ lim
n→∞

xn = 0
}

Es gilt (c0)′ = `1, (`1)′ = `∞ ⇒ (c0) ⊆ `∞, c′′0 = `∞. c0 ist nicht reflexiv,`1, `∞ nicht
reflexiv. X
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Bemerkung II. 5. 6.In Satz II. 5. 4kann man statt einer Halbnormp auch ein sublineares Funk-
tional p verwenden. Der Beweis ist fast identisch, aber für Anwendungen g̈unstiger.

Definition II. 5. 10 (sublinear). Eine Abbildungp: E→ R heißtsublinear,falls gilt:

(i) p(λx) = λp(x) für λ > 0, x ∈ E.

(ii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) für x, y ∈ E. ♥

Beispiele II. 5. 7. (i) Jede Halbnorm ist sublinear.

(ii) p(x) = supn∈N{xn}, x = (xn) ∈ `∞ ist sublinear. X

Bemerkung II. 5. 8.p kann auch negative Werte annehmen, im Gegensatz zur Halbnorm.

Geometrische Interpretation einer Folgerung ausSatz II. 5. 4: Je zwei verschiedene Punkte
x, y ∈ E können durch ein Funktionalf ∈ E′ getrennt werden in dem Sinne, daßf (x) , f (y)
bzw.∃β ∈ R mit

x ∈ { f < β} y ∈ { f > β},

d. h. die Hyperebene{ f = β} trenntx undy.
Frage:Kann man dies auf Mengen verallgemeinern? Oder: für welche MengenU,V, U∩V =
∅ in einem reellen Banachraum∃ f ∈ E′ mit supu∈U{ f (u0)} ≤ inf v∈V{ f (v)}. Offensichtlich
notwendig f̈ur allgemeinen Satz:U,V konvex.

Definition II. 5. 11 (M -Funktional). Das M-Funktional einer TeilmengeA
eines normierten linearen RaumesE ist definiert als

pA : E→ [0,∞]

pA(x) = inf
{
λ > 0

∣∣∣∣∣ x
λ
∈ A

}
(mit inf ∅ = ∞) ♥

Beispiel II. 5. 9. A = { x ∈ E | ‖x‖ ≤ 1 } Einheitskugel⇒ pA(x) = ‖x‖. X

Lemma II. 5. 12. SeiA ⊆ E konvex, wobei 0 ein innerer Punkt sei. Dann gilt:

(i) Kε(0) = { x ∈ E | ‖x‖ ≤ ε } ⊆ A⇒ pA(x) ≤ ‖x‖ε

(ii) pA ist sublinear.

(iii) pA(x) < 1 ⇒ x ∈ A, pA(x) ≥ 1 ⇒ x < A für A offen.

Beweis: (i) ‖x‖ ≤ ε, alsoε x
‖x‖ ∈ Kε(0) ⊆ A, alsopA(x) ≤ ‖x‖ε

(ii) pA(tx) = tp(x) ∀t > 0, ∀x ∈ E. Noch zu zeigen:pA(x + y) ≤ pA(x) + pA(y). Seiε > 0,
wähleλ ≤ pA(x) + ε, µ ≤ pA(y) + ε. Dann gilt x

λ ∈ A, y
µ ∈ A. Also:

x+ y
λ + µ

=
λ

λ + µ︸︷︷︸
≤1

x
λ︸︷︷︸
∈A

+
µ

λ + µ︸︷︷︸
≤1

y

µ︸︷︷︸
∈A

∈ A,

daA konvex.⇒ pA(x+ y) ≤ λ+ µ ≤ pA(x)+ pA(y)+ 2ε; mit ε→ 0 folgt die Behauptung.
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(iii) SeipA(x) < 1. Dann ẅahleλmit pA(x) < λ < 1 und x
λ ∈ A. Dann istx = λ x

λ+(1−λ)0 ∈ A,
daA konvex. SeiA offen, pA(x) ≥ 1. Dann gilt∀λ < 1 ist x

λ < A, d. h. x
λ ∈ E r A. Wähle

λn→ 1, dann folgt limn→∞
x
λn
= x ∈ E r A daE r A abgeschlossen. �

Lemma II. 5. 13. SeiV offen und konvex, 0∈ V. Dann∃ f ∈ E′ mit f (v) < 0 ∀v ∈ V.

Beweis: Sei x0 ∈ V beliebig, setzey0 B −x0, U B V − {x0} = { v − x0 | v ∈ V }. U ist offen
und konvex,y0 < U, denn sonst 0∈ V. Nach letztem Lemma istpU ≥ 1. Wir definieren den
TeilraumF = Ry0 und f : F → R, f (ty0) B pU(y0). Dann gilt f (y) ≤ pU(y) ∀y ∈ F.

Wir wenden nunSatz II. 5. 4an: es gibt eine Fortsetzungg : E → R von f mit g(x) ≤
pU(x) ∀x ∈ E. Wir zeigen:g ist stetig:U ist offen, 0 ∈ U ⇒ ∃r > 0 mit Kr (0) ⊆ U.
NachLemma II. 5. 12gilt: ∀x ∈ E gilt pU(x) ≤ ‖x‖

r , alsog(x) ≤ pU(x) ≤ ‖x‖
r ⇒ x ∈ U,

−g(x) = g(−x) ≤ pU(−x) ≤ ‖x‖
r , also |g(x)| ≤ ‖x‖

r , also‖g‖ ≤ 1
r , alsog ∈ E′. Dann folgt:

g(y0) = f (y0) = pU(y0). ∀v ∈ V gilt:

g(v) = g(u+ x0) = g(u) − g(y0)︸︷︷︸
=pU (y0)
= f (y0)=1

≤ pU(u) − 1 < 0 �

Satz II. 5. 14(Trennungssatz vonH-B). SeiE ein reeller normierter Raum,U,V dis-
junkte konvexe Teilmengen,U offen. Dann existiert ein lineares Funktionalg ∈ E′ mit g(u) <
g(v) ∀u ∈ U, v ∈ V. Insbesondere:

sup
u∈U

g(u) ≤ inf
v∈V

g(v).
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Kapitel III.

Beschr änkte lineare Operatoren im
Hilbertraum

1. Adjungierte, selbstadjungierte und unit äre Operatoren

Satz III. 1. 1 (Adjungierter Operator). Sei (E, 〈· | ·〉) ein Hilbertraum. SeiT ∈ L(E), d. h. T
stetiger linearer Operator vonE in E. Dann gelten:

(i) ∃! S ∈ L(E) mit
〈T x| y〉 = 〈x |Sy〉 ∀x, y ∈ E.

S heißt derzu T adjungierteOperator, er wird mitT∗ bezeichnet.

(ii) T∗ ∈ L(E) und‖T‖ = ‖T∗‖ = ‖T∗T‖
1
2 .

(iii) ∀T,R ∈ L :

(αT + R)∗ = αT∗ + R∗

(TR)∗ = R∗T∗

(T∗)∗ = T

Beweis: (i) Seiy ∈ E fest. Wir definierenFy(x) = 〈T x| y〉, Fy ∈ E′. Fy ist stetig, denn∣∣∣Fy(x)
∣∣∣ = |〈T x| y〉| ≤ ‖T x‖ ‖y‖ ≤ ‖T‖ ‖y‖ ‖x‖

nach C-S und daher
∥∥∥Fy

∥∥∥ ≤ ‖T‖ ‖y‖. NachSatz I. 4. 11∃! y∗ ∈ E :

Fy(x) ≡ 〈T x| y〉 =
〈
x | y∗

〉
∀x ∈ E.

D. h. 〈y∗ | x〉 = 〈y |T x〉 ∀x ∈ E. Wir definierenT∗y B y∗. Diese Zuordnung ist wegen
obiger Gleichung linear. Nach Definition ist〈y |T x〉 = 〈T∗y | x〉 ∀x, y ∈ E. Sei S ein
anderer Operator mit〈T x| y〉 = 〈x |Sy〉 ∀x, y ∈ E. Also: 〈y |T x〉 = 〈Sy | x〉. Damit folgt:〈

T∗y − Sy | x
〉
= 0 ∀x, y ∈ E.

Setzex = T∗y − Sy⇒ T∗y − Sy = 0⇒ T∗y = Sy

⇒ S = T∗
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(ii) Wir zeigen zuerst:T∗ ist beschr̈ankt und (T∗)∗ = T.∥∥∥T∗y∥∥∥ = ∥∥∥y∗∥∥∥ = ∥∥∥Fy

∥∥∥ ≤ ‖T‖ ‖y‖
⇒ ‖T∗‖ beschr̈ankt und‖T∗‖ ≤ ‖T‖. Es gilt

〈x |Ty〉 =
〈
T∗x | y

〉
=

〈
x | (T∗)∗y

〉
∀x, y ∈ E

⇒ 〈x |Ty − (T∗)∗y〉 = 0 ∀x, y ∈ E. Setzex = Ty − (T∗)∗y dann folgt

Ty = (T∗)∗y ⇒ T = (T∗)∗.

Es gilt

‖T x‖2 = 〈T x|T x〉 =
〈
T∗T x| x

〉
≤

∥∥∥T∗T x
∥∥∥ ‖x‖

≤
∥∥∥T∗T∥∥∥ ‖x‖ ‖x‖ ≤ ∥∥∥T∗∥∥∥ ‖T‖ ‖x‖2
≤ (‖T‖ ‖x‖)2

⇒ ‖T‖2 ≤ ‖T∗T‖ ≤
∥∥∥T2

∥∥∥⇒ ‖T‖ = ‖T∗T‖ 1
2

‖T∗‖ ≤ ‖T‖. ErsetzeT durchT∗:∥∥∥T∗∗∥∥∥ = ‖T‖ ≤ ∥∥∥T∗∥∥∥ ⇒ ‖T‖ =
∥∥∥T∗∥∥∥

(iii) Übung. �

Definition III. 1. 2 (Algebra). EineAlgebra AüberK = C ist ein Vektorraum mit Multiplikati-
on

A× A 3 (a,b) 7→ a · b ∈ A mit

(i) a(bc) = (ab)c ∀a,b, c ∈ A (Assoziativiẗat)

(ii) (λa+ b)c = λ(ac) + bc, a(λb+ c) = λ(ab) + ac, λ(ab) = (λa)b ∀λ ∈ K, a,b, c ∈ A. ♥

Definition III. 1. 3 (∗-Algebra). Eine∗-AlgebraüberC ist eine AlgebraA mit a 7→ a∗ mit

(i) (λa+ b)∗ = λa∗ + b∗ ∀λ ∈ C, a,b ∈ E (antilinear)

(ii) (a∗)∗ = a ∀a ∈ A

(iii) (ab)∗ = b∗a∗ ∀a,b ∈ A

Die Abbildunga 7→ a∗ heißtInvolutionder∗-Algebra. ♥

Definition III. 1. 4 (Banachalgebra). EineBanachalgebraist eine AlgebraA mit einer Norm
mit folgenden Eigenschaften:

(i) (A, ‖·‖) ist Banachraum

(ii) ‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖ ∀a,b ∈ A ♥

41



Kapitel III. Beschränkte lineare Operatoren im Hilbertraum

Definition III. 1. 5 (C∗-Algebra). Eine C∗-Algebra ist eine BanachalgebraA, die auch eine
∗-Algebra ist, f̈ur die‖a‖ = ‖a∗a‖

1
2 ∀a ∈ A gilt. ♥

Bemerkung III. 1. 1. (i) Eine Norm auf einer∗-Algebra mit der Eigenschaft

‖a‖ =
∥∥∥a∗a∥∥∥ 1

2 ∀a ∈ A

heißtC∗-Norm.

(ii) In jederC∗-Algebra (A, ‖·‖) gilt ‖a‖ = ‖a∗‖ ∀a ∈ A.

Satz III. 1. 6. SeiE ein Hilbertraum.L(E) ist C∗-Algebra mit der Operatorenmultiplikation als
Multiplikation, der Operatornorm als Norm und der AbbildungT → T∗ als Involution.

Beweis: Satz III. 1. 1 �

Beispiel III. 1. 2. X sei kompakter metrischer Raum,A = C(X) Algebra der stetigen Funktionen.

‖ f ‖ = sup
x∈X
| f (x)| , ( f ∗)(t) = f (t) für f ∈ C(X), t ∈ X.

A ist dann eineC∗-Algebra.A ist kommutativ und besitzt die Funktionf0(t) = 1 ∀t ∈ X als
Einselement. D. h.A ist eine kommutativeC∗-Algebra mit Eins.

C∗-Eigenschaft der Norm: ∥∥∥ f ∗ f
∥∥∥ = sup

t∈X

∣∣∣( f ∗ f )(t)
∣∣∣ = sup

t∈X
| f (t)|2

= (sup
t∈X
| f (t)|)2 = ‖ f ‖2

⇒ ‖ f ‖ =
∥∥∥ f ∗ f

∥∥∥ 1
2 X

Das Theorem von G-N besagt: Jede kommutativeC∗-Algebra mit Einselement ist
isometrisch isomorph zu einerC∗-AlgebraC(X), wobei X ein kompakter topologischer H-
-Raum ist.

a. Selbstadjungierte Operatoren

Definition III. 1. 7 (selbstadjungiert, normal). Ein OperatorT ∈ L(E) heißtselbstadjungiert,
wennT = T∗ gilt. Ein OperatorT ∈ L(E) heißtnormal,wennT∗T = TT∗ gilt. ♥

Einfache Eigenschaften:

(i) Jeder selbstadjungierte Operator ist normal.

(ii) Reelle Linearkombinationen selbstadjungierter Operatoren sind selbstadjungiert.

(iii) SeienA, B ∈ L(E) selbstadjungiert. Dann istABselbstadjungiert⇐⇒ AB= BA.

Beweis:

(AB)∗ = B∗A∗ = BA also (AB)∗ = AB ⇐⇒ BA= AB /
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1. Adjungierte, selbstadjungierte und unitäre Operatoren

(iv) T ∈ L(E) ist normal⇐⇒ ‖T x‖ = ‖T∗x‖ ∀x ∈ E

(v) SeiT ∈ L(E). T ist selbstadjungiert⇐⇒ 〈T x| x〉 ∈ R ∀x ∈ E.

L(E)h B { T ∈ L(E) | T∗ = T } ist Menge der beschränkten linearen selbstadjungierten Ope-
ratoren.L(E)h ist ein reeller Vektorraum.

Definition III. 1. 8. SeienT1,T2 ∈ L(E)h. Wir definieren

T1 ≥ T2 :⇐⇒ 〈T1x | x〉 ≥ 〈T2x | x〉 ∀x ∈ E ♥

Diese Relation ist wohldefiniert, da〈Ti x | x〉 ∈ R.

Satz III. 1. 9. L(E)h ist mit
”
≤“ ein reeller halbgeordneter Vektorraum, d. h.

(i) T1 ≥ T2, T2 ≥ T3 ⇒ T1 ≥ T3 ∀Ti

(ii) T1 ≥ T2 ⇒ T1 + T3 ≥ T2 + T3 undλT1 ≥ λT2 ∀Ti ∈ L(E)h, λ ≥ 0

(iii) T ≥ 0, T ≤ 0 ⇒ T = 0.

Beweis: (nur für (iii) ): T ≥ 0 : 〈T x| x〉 ≥ 〈0(x) | x〉 = 0 ∀x ∈ E. 0 ≥ T heißt 0≥ 〈T x| x〉,
zusammen also〈T x| x〉 = 0 ∀x ∈ E. Mit der Polarisierungsidentität folgt:

4 〈T x| y〉 = 〈T(x+ y) | x+ y〉︸               ︷︷               ︸
=0

− 〈T(x− y) | x− y〉︸               ︷︷               ︸
=0

+i 〈T(x+ iy) | x+ iy〉︸                 ︷︷                 ︸
=0

−i 〈T(x− iy) | x− iy〉︸                 ︷︷                 ︸
=0

= 0

Also gilt 〈T x| y〉 = 0 ∀x, y ∈ E. Setzey B T x ⇒

〈T x|T x〉 = 0 ⇒ T x= 0 ⇒ T = 0 �

Beispiel III. 1. 3. L2 [0,1] = E mit L-Maß. F̈ur f ∈ C [0,1] seiT f (ϕ) = f · ϕ für ϕ ∈ E.
T f ist der Multiplikationsoperator. Man zeigt: (T f )∗ = T f , denn

〈
T fϕ |ψ

〉
=

∫
[0,1]

f · ϕ · ψdx=
∫

ϕ fψdx=
〈
ϕ |T fψ

〉
Wegen Eindeutigkeit inSatz III. 1. 1gilt (T f )∗ = T f . T f ist genau dann selbstadjungiert, wenn

T f = T f ⇐⇒ f = f , d. h. f (t) ∈ R ∀t.

Behauptung:T f = 0 ⇐⇒ f = 0

Beweis: Es ist klar, daßf = 0 ⇒ T f = 0. Sei alsoT f = 0. Sei I = [0,1]; Xn B{
x ∈ I

∣∣∣ | f (x)| ≥ 1
n

}
. Wähleϕ, ψ so, daßfψ = | f |ϕ. Mit ϕ = χXn folgt

0 =
〈
T fϕ |ψ

〉
=

∫
I

fϕψdx=
∫

I
| f | |ϕ|2 dx

≥

∫
Xn

1
n
· 1dx=

1
n
µ(Xn) ≥ 0

⇒ µ(Xn) = 0

Also ist { x | | f (x)| > 0 } =
⋃

n Xn eine Nullmenge. Daf stetig: f ≡ 0. /
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Behauptung:T f ≥ 0 ⇐⇒ f ≥ 0 auf I .

Beweis: Es gilt
〈
T fϕ |ϕ

〉
=

∫
I

fϕϕdx. Aus f ≥ 0 folgt alsoT f ≥ 0.

T f ist selbstadjungiert, da
〈
T fϕ |ϕ

〉
∈ R ∀ϕ. Also: (T f )∗ = T f = T f , damitT f− f = 0, also

nach ebenf − f = 0⇒ f = f ⇒ f ∈ R. SeiT f ≥ 0. Angenommen,∃x0 ∈ I : f (x0) < 0.
Dann∃ε > 0 ∃ [c,d] = J mit x0 ∈ J und f (x) ≤ −ε ∀x ∈ J. ϕ B χJ:

〈
T fϕ |ϕ

〉
=

∫
J

fϕϕdx=
∫

J
f · 1dx

≤ −ε

∫
J

1dx= −ε(d − c)

< 0

im Widerspruch zuT f ≥ 0. Also f ≥ 0. /

Behauptung:T f selbstadjungiert⇐⇒ f (x) ∈ R ∀x ∈ I .

Behauptung:T f1 ≥ T f2 ⇐⇒ f1(x) ≥ f2(x) ∀x ∈ I

Beweis:

T f1 ≥ T f2 ⇐⇒ T f1 − T f2︸    ︷︷    ︸
T f1− f2

≥ 0

⇐⇒ f1(x) − f2(x) ≥ 0 ∀x ∈ I

⇐⇒ f1(x) ≥ f2(x) ∀x ∈ I /

b. Unit äre und isometrische Operatoren

Definition III. 1. 10 (unitär, isometrisch). Sei (E, 〈· | ·〉) ein Hilbertraum,T ∈ L(E). T heißt
unitär :⇐⇒

TT∗ = T∗T = id .

T heißtisometrisch:⇐⇒
‖T x‖ = ‖x‖ ∀x ∈ E. ♥

Satz III. 1. 11. (i) T ist isometrisch⇐⇒ 〈T x|Ty〉 = 〈x | y〉 ∀x, y ∈ E.

(ii) T ist uniẗar ⇐⇒ T ist isometrisch undT(E) = E.

Beweis: (i)
”
⇒“: ‖T x‖ = ‖x‖ ⇒ 〈T x|T x〉 = 〈x | x〉. Mit Polarisierungsidentität:〈T x|Ty〉 =

〈x | y〉.

”
⇐“: setzex = y, dann folgt die Behauptung.
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1. Adjungierte, selbstadjungierte und unitäre Operatoren

(ii)
”
⇒“: T sei uniẗar.

TT∗E = T(T∗E) = id(E) = E ⇒ T surjektiv〈
T∗T x| x

〉
= 〈x | x〉 = 〈T x|T x〉 = ‖x‖2 ⇒ T isometrisch

”
⇐“: T sei isometrisch und surjektiv.

‖T x‖ = ‖x‖ ⇒ ( T x= 0 ⇒ x = 0 ) ⇒ T injektiv

DaT surjektiv ist, istT bijektiv. Es gibt alsoT−1 und es ist bijektiv.〈T x|Ty〉 = 〈x | y〉, da
T isometrisch. Setzey = T−1z für z ∈ E. Damit:

〈T x| z〉 =
〈
x |T−1z

〉
∀x, z ∈ E.

Nach der Eigenschaft von adjungierten Operatoren giltT−1 = T∗, also

T−1T = TT−1 = id ⇒ T∗T = TT∗ = id

⇒ T ist uniẗar. �

Beispiele III. 1. 4. (i) SeiE = `2(N). SeiS(x1, . . . ) = (0, x1, . . . ).

‖S(xn)‖2 = 02 + |x1|
2 + . . . = ‖(xn)‖2

Damit also:‖S(x)‖ = ‖x‖ ⇒ S isometrisch.S heißt (einseitiger) Shiftoperator. Sist
nicht uniẗar, da nicht surjektiv, daE 3 (1,0, . . . ) < S(E).

(ii) E = `2(Z).
S(. . . , x−1, x0, x1, . . . ) = (. . . , x−2, x−1, x0, . . . )

⇒ ‖S(xn)‖2 =
∑

n∈Z |xn|
2 = ‖(xn)‖2⇒ S isometrisch.S ist surjektiv, also uniẗar.S heißt

zweiseitiger Shiftoperator.

(iii) Fouriertransformation: Sei

S(R) =

{
f ∈ C∞(R)

∣∣∣∣∣∣ sup
x∈R

∣∣∣xk f (n)(x)
∣∣∣ < ∞ ∀k,n ∈ N0

}
,

z. B. xne−εx2+βx ∈ S(R) ∀n ∈ N, ε > 0, β ∈ C. Man zeigt:

(1) F(S(R)) = S(R), wobei (F f )(x) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

eitx f (t) dt.

(2) (F−1 f )(x) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

e−itx f (t) dt ∀ f ∈ S(R).

(3) Satz von F-P:

‖F( f )‖ = ‖ f ‖ ∀ f ∈ S(R)∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣∣ 1
√

2π

∫ ∞

−∞

eitx f (t) dt

∣∣∣∣∣∣︸                     ︷︷                     ︸
(F f )(x)

2

dx=
∫ ∞

−∞

| f (x)|2 dx
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DaS(R) dicht ist inL2(R), bildet F S(R) auf eine dichte Menge inL2(R) ab. Wir setzen
F zu einer stetigen Abbildung vonL2(R) auf L2(R) fort. Also ist die Fortsetzung vonF
auf L2(R) ist uniẗarer Operator aufL2(R).

lim
A→∞

1
√

2π

∫
−A

Aeitx f (t) dt = (F f )(x)

(iv) Matrizen:E = Cn, 〈x | y〉 =
∑n

k=1 xkyk, A = (ai j ) ∈ Mn(C).

TAx = Ax, also (TAx)k B
n∑

j=1

ak jx j .

TA ∈ L(E), ‖TA‖ ≤
√∑n

i, j=1

∣∣∣ai j

∣∣∣2. A∗ = (bi j ) mit bi j = a ji :

〈TAx | y〉 =
n∑

j=1

n∑
k=1

ak jx jyk

〈x |TA∗y〉 =
n∑

j=1

x j(TA∗y) j =

n∑
j=1

n∑
k=1

b jkyk

=
∑

j

∑
k

x jb jkyk

=
∑

j

∑
k

x jak jyk

= 〈TAx | y〉

⇒ ∀x, y ∈ E (TA)∗ = TA∗ . TA ist selbstadjungiert⇐⇒ A = A∗, das sind die
hermitischen Matrizen.

(v) Integraloperatoren: SeiE = L2 [0,1], K(s, t) ∈ C([0,1] × [0,1]). Definiere

(TK f )(s) B
∫ 1

0
K(s, t) f (t) dt f ∈ L2 [0,1]

Dies ist der F’sche Integraloperator mit KernK(·, ·). In II. 2. 1 (ii) haben wir schon
gezeigt:TK ∈ L(E). DefiniereK∗(s, t) B K(t, s). Dann:

〈TK f | g〉 =
∫ 1

0

∫ 1

0
K(s, t) f (t)g(s) dt ds

〈 f |TK∗g〉 =

∫ 1

0
f (t)(TK∗g)(t) dt

=

∫ 1

0
f (t)

∫ 1

0
K∗(t, s)g(s) ds dt

=

∫ 1

0

∫ 1

0
f (t) K∗(t, s)︸  ︷︷  ︸

K(s,t)

g(s) ds dt

=

∫ 1

0

∫ 1

0
K(s, t) f (t)g(s) ds dt

⇒ 〈TK f | g〉 = 〈 f |TK∗g〉 ∀ f , g ∈ E

und (TK)∗ = TK∗ . Für K(t, s) = K(s, t) ∈ R folgt alsoK = K∗ und somitTK = (TK)∗. X
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2. Projektionsoperatoren

2. Projektionsoperatoren

a. Definition und Charakterisierung von Projektionsoperatoren

SeiE ein Hilbertraum undE1 ein Unterraum (abgeschlossener Teilraum). NachSatz I. 4. 7wis-
sen wir:

∀x ∈ E ∃!x1 ∈ E1, x2 ∈ E⊥1 mit x = x1 + x2.

Definition III. 2. 1 (Projektionsoperator). Es seiPE1 x B x1. PE1 ist ein linearer Operator von
E in E. Nach Pythagoras gilt∥∥∥PE1 x

∥∥∥2
= ‖x1‖

2 ≤ ‖x1‖
2 + ‖x2‖

2 = ‖x‖2

Also ist PE1 ∈ L(E) mit
∥∥∥PE1

∥∥∥ ≤ 1. PE1 heißt zum UnterraumE1 geḧorenderProjektionsopera-
tor. ♥

Aus der Definition sieht man schnell:

PE1 x = x ∀x ∈ E1, PE1 x = 0 ∀x ∈ E⊥1

Satz III. 2. 2 (Projektionsoperator). Ein OperatorT ∈ L(E) ist Projektionsoperator⇐⇒
T2 = T ∧ T = T∗. Ist dies erf̈ullt, dann istE1 B T(E) der zugeḧorige Unterraum von
E.

Beweis:
”
⇒“: Sei T = PE1 Projektionsoperator. Seix ∈ E, x = x1 + x2, x1 ∈ E1, x2 ∈ E⊥1 .

PE1(PE1 x) = PE1 x1 = PE1 x ⇐⇒ P2
E1
= PE1

Seiy = y1 + y2, y1 ∈ E1, y2 ∈ E⊥1 .〈
PE1 x | y

〉
= 〈x1 | y1 + y2〉 = 〈x1 | y1〉 + 〈x1 | y2〉 = 〈x1 | y1〉

= 〈x1 | y1〉 + 〈x2 | y1〉 = 〈x1 + x2 | y1〉 =
〈
x |PE1y

〉
∀x, y∀E

⇒ P∗E1
= PE1.

”
⇐“: Sei T2 = T, T∗ = T. SeiE1 = T(E). Zu zeigen:T = PE1. Seix ∈ E. T(x) C x1 ∈ E1.

T(T x) = T2x = T x= x1 ∈ E1

⇒ T(E1) = E1. Seix ∈ E. Betrachtex− T x. Wir zeigen:x− T x ∈ E⊥1 . Seiz ∈ E1:

〈x− T x| z〉 = 〈x | z〉 − 〈T x| z〉 = 〈x | z〉 − 〈x |Tz〉 = 0

Also: x2 B x − T x ∈ E⊥1 ⇒ x = T x+ x2. Nach Eindeutigkeit der R’schen Zerlegung ist
T x= PE1 x. �

Der Projektionsoperator heißt auch Orthoprojektor, orthogonale Projektion oder Projekt

or

ion
.
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b. Eigenschaften von Projektionsoperatoren

Satz III. 2. 3. SeienPE1 und PE2 Projektionsoperatoren inE, E1, E2 seien die zugeḧorigen
Unterr̈aume. Dann sind die folgenden Aussagenäquivalent:

(i) PE1 + PE2 ist Projektionsoperator

(ii) PE1PE2 = 0

(iii) E1 ⊥ E2. Ist dies erf̈ullt, dann istE1 ⊕ E2 der projizierte Raum vonPE1 + PE2.

Beweis:
”
(i) ⇐⇒ (ii)“: Sei (i) erfüllt: PE1 + PE2 ist Projektion. Dann:

(PE1 + PE2)
2 = PE1 + PE2

= P2
E1
+ P2

E2
+ PE1PE2 + PE2PE1

= PE1 + PE2 + PE1PE2 + PE2PE1

⇒ PE1PE2 + PE2PE1 = 0 (∗)

PE1 · (∗) | PE1PE2 + PE1PE2PE1 = 0 aus (∗)

PE1PE2PE1 + PE2PE1 = 0 | (∗) · PE1 aus (∗)

⇒ PE1PE2 = PE2PE1 = 0

Sei nun(ii) erfüllt, d. h.PE1PE2 = 0.

(PE1PE2)
∗ = 0 = P∗E2

P∗E1
= PE2PE1

(PE1 + PE2)
2 = P2

E1
+ P2

E2
+ PE1PE2 + PE2PE1 = PE1 + PE2

(PE1 + PE2)
∗ = P∗E1

+ P∗E2
= PE1 + PE2

Also ist PE1 + PE2 nachSatz III. 2. 2Projektion.
Der Rest wird dem geneigten Leser zurÜbungüberlassen. �

Satz III. 2. 4. PE1 undPE2 seien wie inSatz III. 2. 3. Dann sind folge Aussagen̈aquivalent:

(i) PE2 ≥ PE1

(ii) E2 ⊇ E1

(iii) PE2PE1 = PE1

(iv) PE2 − PE1 ist Projektion

(v)
∥∥∥PE2 x

∥∥∥ ≥ ∥∥∥PE1 x
∥∥∥ ∀x ∈ E

Ist dies erf̈ullt, dann istPE2 − PE−1 Projektion aufE2	E1.

Beweis: Übung. �

E1 sei Unterraum vonE2. SeiE1⊕E3 = E2 R’sche Zerlegung. Dann schreiben wirE2	E1 =

E3.

Satz III. 2. 5. SeienPE1,PE2 wie in Satz III. 2. 3. PE1PE2 ist Projektion ⇐⇒ PE1PE2 =

PE2PE1.
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Beweis: Auch hier ist der Beweis einëUbung. �

SeienEi , i ∈ I Unterr̈aume des HilbertraumsE.
∨

i∈I Ei sei der von allenEi erzeugte Un-
terraum vonE, d. h.

∨
i∈I Ei = Lin(Ei).

∧
i∈I Ei =

⋂
i∈I Ei sei der gr̈oßte Unterraum, der in

allen Ei enthalten ist. SeiP der Projektionsoperator auf
∨

Ei und Q die Projektion auf
∧

Ei .
Wir definieren

∨
i∈I PEi = P,

∧
i∈I PEi = Q. Mit den Operatoren∧ und ∨ ist die Menge al-

ler Projektionen vonE ein Verband. WennPE1PE2 = PE2PE1, dannPE1 ∧ PE2 = PE1PE2 und
PE1 ∨ PE2 = PE1 + PE2 − PE1PE2.

3. Konvergenzen von Elementen und Operatoren

a. Konvergenz von Elementen

Sei (E, 〈· | ·〉) ein Hilbertraum, (xn) eine Folge. Die Folge konvergiert (xn→ x), wenn

lim
n→∞
‖xn − x‖ = 0.

Definition III. 3. 1 (schwache Konvergenz). xn konvergiert schwachgegenx (xn⇀x), wenn

lim
n→∞
〈xn | y〉 = 〈x | y〉 ∀y ∈ E

♥

Eigenschaften:

(i) Aus xn→ x folgt xn⇀x, denn

|〈xn | y〉 − 〈x | y〉| = |〈xn − x | y〉| ≤ ‖xn − x‖ ‖y‖ → 0

(ii) Wennxn⇀x undxn⇀x′, dannx = x′.

Beispiel III. 3. 1. Sei (xn) ein Orthonormalsystem inE. Dann gilt

∞∑
n=1

|〈xn | y〉|
2 ≤ ‖y‖2 (B’sche Ungleichung)

⇒ Reihe konvergiert⇒ limn→∞ 〈xn | y〉 = 0 = 〈0 | y〉 ∀y ∈ E. Also xn⇀0. Weil

‖xn − xm‖
2 = ‖xn‖

2 + ‖xm‖
2 = 2 für n , m

ist (xn) nicht C’sch, konvergiert also nicht. X

Beispiel III. 3. 2. `2(N), xn = (0, . . . ,0,1,0, . . . )⇀(0, . . . ). X

Satz III. 3. 2. (i) Jede schwach konvergente Folge (xn) ist normbeschr̈ankt, d. h.

sup
n∈N
‖xn‖ < ∞.

(ii) Aus jeder beschränkten Folge inE kann man eine schwach konvergente Teilfolge auswäh-
len. (E sei separabel).
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Beweis: (i) Sei fn(y) = 〈y | xn〉 ∀y ∈ E. fn(y) = 〈y | xn〉 → 〈y | x〉, also ist (fn) eine punkt-
weise beschr̈ankte Folge von Funktionen. NachSatz II. 3. 1(B-S) ist ( fn)
normbeschr̈ankt (d. h. gleichm̈aßig beschr̈ankt), also

sup
n∈N
‖ fn‖ < ∞

Es gilt ‖ fn‖ = ‖xn‖ nachSatz I. 4. 11. Also supn∈N ‖xn‖ < ∞.

(ii) Siehe [1]. �

b. Konvergenz von Operatoren

SeiTn ∈ L(E), n ∈ N undT ∈ L(E).

Definition III. 3. 3 (gleichmäßige Konvergenz). Die Folge (Tn) konvergiert gleichmäßig(oder
in Operatorennorm) gegenT, wenn

lim
n→∞
‖Tn − T‖ = 0.

Symbol:Tn⇒ T. ♥

Definition III. 3. 4 (starke Konvergenz). Die Folge (Tn) konvergiert stark(in der starken Ope-
ratorentopologie) gegenT, wenn

lim
n→∞

Tnx = T x ∀x ∈ E,

d. h. limn→∞ ‖Tnx− T x‖ = 0 ∀x ∈ E. Symbol:Tn→ T. ♥

Definition III. 3. 5 (schwache Konvergenz). Die Folge (Tn) konvergiert schwach(in der schwa-
chen Operatorentopologie) gegenT, wenn

Tnx⇀T x ∀x ∈ E,

d. h. limn→∞ 〈Tnx | y〉 = 〈T x| y〉 ∀x, y ∈ E. Symbol:Tn⇀T. ♥

Bemerkung III. 3. 3.

Tn⇒ T ⇒ Tn→ T ⇒ Tn⇀T

Satz III. 3. 6. (i) Jede schwach konvergente Folge (Tn) ist in der Operatorennorm beschränkt
(d. h. supn∈N ‖Tn‖ < ∞).

(ii) E sei separabel. Dann kann man aus jeder beschränkten Folge (Tn) von Operatoren aus
L(E) eine schwach konvergente Teilfolge auswählen.

Beweis (Idee): (i) Satz II. 3. 1(B-S)

(ii) Siehe [1] �
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4. Spektrum und Resolvente beschränkter linearer Operatoren im Hilbertraum

4. Spektrum und Resolvente beschr änkter linearer Operatoren
im Hilbertraum

a. Definitionen

Im folgenden seiE ein Hilbertraum undT ∈ L(E).

Definition III. 4. 1 (Resolvente). Eine komplexe Zahlλ geḧort zur Resolventenmengeρ(T),
wenn es einen auf ganzE definierten beschränkten linearen OperatorRλ(T) gibt mit:

Rλ(T)(T − λ id) = (T − λ id)Rλ(T) = id .

Rλ(T) ist dann durchλ undT eindeutig bestimmt und heißtResolventevonT. ♥

Definition III. 4. 2 (Spektrum). Die MengeC r ρ(T) heißtSpektrumvonT und wird mitσ(T)
bezeichnet. ♥

Bemerkung III. 4. 1. (i) BetrachteT x− λx = y in E. (z. B. (T f)(t) =
∫ 1
0

K(t, s) f (s) ds, dann
ist T x− λx = y Integralgleichung).

Gibt es zu jedemy ∈ E eine L̈osung? Ist die L̈osung eindeutig? Ḧangt die L̈osung stetig
vony ab?

Existenz heißt:∀y∃x : (T − λ id)x = y, also (T − λ id) surjektiv. Eindeutigkeit heißt:
(T − λ id)x = (T − λ id)x′ ⇒ x = x′: (T − λ id) ist injektiv. Dann ist (T − λ id)−1 existent
und ist auf ganzE definiert: (T − λ id)x = y ⇒ x = (T − λ id)−1y. Daß die L̈osung stetig
von y abḧangt, heißt, daß (T − λ id)−1 stetig. D. h. (T − λ id)−1 muß existieren und stetig
sein.

Rλ(T)(T − λ id) = (T − λ id)Rλ(T) = id

heißtRλ(T) = (T −λ id)−1. Die drei Bedingungen sind erfüllt genau dann, wennλ ∈ ρ(T).
Die Lösung der GleichungT x− λx = y ist durchx = (T − λ id)−1y gegeben f̈ur λ ∈ ρ(T).

(ii) Seiλ ∈ C und (T − λ id) sei bijektive Abbildung vonE auf E. Da T ∈ L(E), ist auch
(T−λ id) ∈ L(E). Nach dem Satz von der offenen Abbildung (Satz II. 4. 1) ist (T−λ id)−1

auch stetig, alsoλ ∈ ρ(T) und (T − λ id)−1 = Rλ(T).

Definition III. 4. 3 (Eigenwert, Eigenelemente). Wenn

ker(T − λ id) = { x ∈ E | (T − λ id)x = 0 } , {0},

heißtλ Eigenwertvon T und die von Null verschiedenen Elemente von ker(T − λ id) heißen
Eigenelementezum Eigenwertλ. Die Menge der Eigenwerte vonT bezeichnen wir mitσp(T).♥

Bemerkung III. 4. 2.σp(T) heißt das Punktspektrum: für λ ∈ σp(T) ist (T − λ id) nicht injektiv,
denn (T − λ id)x = 0 = (T − λ id)0, alsoλ ∈ σ(T).
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Definition III. 4. 4 (Punktspektrum, stetiges Spektrum, Restspektrum).

σp(T) B
{
λ

∣∣∣ (T − λ id) ist nicht injektiv
}

heißtPunktspektrum

σc(T) B
{
λ

∣∣∣ (T − λ id) ist injektiv, nicht surjektiv, hat dichtes Bild
}

heißtstetiges Spektrum

σr (T) B
{
λ

∣∣∣ (T − λ id) ist injektiv, Bild nicht dicht
}

heißtRestspektrum ♥

Beispiele III. 4. 3. (i) Sei E = Cn, A (n,n)-Matrix. TA(x) = A · x, wobei x = (x1, . . . , xn)>.
Jeder lineare Operator vonE in E ist von dieser Form.TA ist stetig.

(TA − λ id)x = TA−λI x

Es gilt:

det(A − λI ) = 0 ⇐⇒ (A − λI ) ist nicht injektiv

⇐⇒ (A − λI ) weder injektiv noch surjektiv

⇐⇒ λ ist Eigenwert vonA

⇐⇒ λ ist Eigenwert vonTA

σ(TA) = σp(TA) ist die Menge der Eigenwerte vonA, und diese sind unabhängig vom
geẅahlten Koordinatensystem.

(ii) Multiplikationsoperator: (T f)(t) = t · f (t), f ∈ L2 [0,1] mit L-Maß.

Behauptung:σp(T) = ∅

Beweis: Angenommen,λ ∈ σp(T). Dann∃ f , 0 mit (T − λ id) f = 0, alsoT f = λ f .

(t − λ) f (t) = 0.

Für t − λ , 0 ist also f (t) = 0. f (t) =

c λ = t, λ ∈ [0,1]

0 λ , t
. Da das L-Maß

einpunktiger Mengen 0 ist, istf (t) = 0 µ-fasẗuberall, alsof = 0 in L2 [0,1] im Wider-
spruch zur Annahme. /

Behauptung:σ(T) = [0,1]

Beweis: Seiλ < [0,1]. Die Funktion 1
t−λ ist auf[0,1] stetig und damit beschränkt, also

ist (B f)(t) = 1
t−λ f (t) in L(E).

(B(T − λ id) f )(t) =
1

���t − λ
����(t − λ) f (t) = f (t)

((T − λ id)B f)(t) =����(t − λ)
1

���t − λ
f (t) = f (t)

⇒ λ ∈ ρ(T) und B = Rλ(T). Seiλ ∈ [0,1]. Angenommenλ ∈ ρ(T). Dann existiert
Rλ(T) ∈ L(E) mit

Rλ(T)(T − λ id) f = (T − λ id)Rλ(T) f = f ∀ f ∈ L2 [0,1] .

‖ f ‖ = ‖Rλ(T)(T − λ id) f ‖ ≤ ‖Rλ(T)‖ ‖(t − λ) f ‖. Sei fε(t) =

1 t ∈ ]λ − ε, λ + ε[

0 sonst
.

Dann haben wir:

��‖ fε‖ ≤ ‖Rλ(T)‖ ε��‖ fε‖,

also 1≤ ‖Rλ(T)‖ ε Widerspruch, daε > 0 beliebig geẅahlt war. Also:λ < ρ(T). /
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b. Eigenschaften des Spektrums

SeiT ∈ L(E) undE Hilbertraum.

Lemma III. 4. 5. (i) σ(T∗) = σ(T), ρ(T∗) = ρ(T)

(ii) Zwei Resolventenidentitäten:

(1) Rλ(T) − Rλ′(T) = (λ − λ′)Rλ(T)Rλ′(T) = (λ − λ′)Rλ′(T)Rλ(T).

(2) Rλ(T) − Rλ(S) = Rλ(T)(S − T)Rλ(S) für λ ∈ ρ(T) ∩ ρ(S), T,S ∈ L(E)

Beweis: (i) Übung

(ii) (1)

(T − λ id)(Rλ′(T) + (λ − λ′)Rλ(T)Rλ′(T)) = (T − λ id)Rλ′(T) + (λ − λ′)Rλ′(T)

= (T −��λ id +��λ id − λ′ id)Rλ′(T)

= (T − λ′ id)Rλ′(T) = id

Analog macht man das von rechts, damitRλ′(T) + (λ − λ′)Rλ(T)Rλ′(T) = (T −
λ id)−1 = Rλ(T)

(2) Übung �

Satz III. 4. 6. (i) ρ(T) ist offen undσ(T) ist abgeschlossen.

(ii) Wennλ0 ∈ ρ(T) und |λ − λ0| <
∥∥∥Rλ0(T)

∥∥∥−1
, dann gilt

λ ∈ ρ(T) und Rλ(T) =
∞∑

n=0

(λ − λ0)nRλ0(T)n−1

(iii) Wenn|λ| > ‖T‖, dann

λ ∈ ρ(T) und Rλ(T) = −
∞∑

n=0

λ−n−1Tn.

Beweis: (ii)⇒(i) ist klar.
(ii) : Für |λ − λ0| <

∥∥∥Rλ0(T)
∥∥∥−1

gilt∥∥∥(λ − λ0)nRλ0(T)n+1
∥∥∥ ≤ |λ − λ0|

n
∥∥∥Rλ0(T)

∥∥∥n+1

=
(
|λ − λ0|

∥∥∥Rλ0(T)
∥∥∥)︸                 ︷︷                 ︸

Cq, 0≤q<1

n ∥∥∥Rλ0(T)
∥∥∥

⇒ Reihe
∑∞

n=0(λ − λ0)nRλ0(T)n+1 konvergiert in der Operatornorm und definiert daher einen
OperatorB ∈ L(E).

(T − λ id)B = (T − λ0 id)B+ (λ0 − λ)B

=

∞∑
n=0

(λ − λ0)n (T − λ0 id)Rλ0(T)n+1︸                    ︷︷                    ︸
Rλ0(T)n

+

∞∑
n=0

(λ0 − λ)(λ − λ0)n︸               ︷︷               ︸
−(λ−λ0)n+1

Rλ0(T)n+1

=

∞∑
n=0

(λ − λ0)nRλ0(T)n −

∞∑
n=0

(λ − λ0)n+1Rλ0(T)n+1

= (λ − λ0)0R0
λ0
= id
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Analog:B(T − λ id) = id ⇒ B = (T − λ id)−1 = Rλ(T), λ ∈ ρ(T)
(iii) : Da |λ| > ‖T‖, konvergiert

∑∞
n=0−λ

−n−1Tn C c.

(T − λ id)c = Tc− λc =
∞∑

n=0

−λ−n−1Tn+1 −

∞∑
n=0

(−λ−n)Tn

= λ0T0 = id

Analogc(T − λ id) = id ⇒ λ ∈ ρ(T) undc = Rλ(T). �

Lemma III. 4. 7 (N’sche Reihe). SeiE Banachraum undT ∈ L(E). Sei‖T‖ < 1. Dann
konvergiert die Reihe

∞∑
n=0

Tn,

wobeiT0 = id, in der Operatorennorm und (id−T)−1 =
∑∞

n=0 Tn. (vergl. 1
1−z =

∑∞
n=0 zn).

Beweis: ‖Tn‖ ≤ ‖T‖n, also konvergiert die Reihe

(id−T)
∞∑

n=0

Tn =

∞∑
n=0

Tn −

∞∑
n=0

Tn+1 = T0 = id

Analog für
∑∞

n=0 Tn(id−T) = id. �

Aus dem Lemmäuber die N’sche Reihe folgt:

Rλ(T) = (T − λ id)−1 = λ−1(Tλ−1 − id)−1 = −λ−1(id−Tλ−1)−1

weil |λ| > ‖T‖,
∥∥∥Tλ−1

∥∥∥ < 1, also existiert (id−Tλ−1) und es ist dann

(id−T)−1 =

∞∑
n=0

Tn

und damit

−λ−1(id−Tλ−1)−1 = Rλ(T) =
∞∑

n=0

−λ−n−1Tn.

Definition III. 4. 8 (Spektralradius). r(T) B sup{ |λ| | λ ∈ σ(T) } heißtSpektralradiusvon T.
Es ist dies der kleinste Radius eines Kreises um 0, der das Spektrumσ(T) entḧalt. ♥

Satz III. 4. 9. SeiT ∈ L(E).

(i) σ(T) , ∅

(ii) r(T) = limn→∞ ‖Tn‖
1
n
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Beweis: (i)

‖(T − λ id)(x)‖ = ‖λx− T x‖ ≥ ‖λx‖ − ‖T x‖

≥ |λ| ‖x‖ − ‖T‖ ‖x‖ ≥ (|λ| − ‖T‖) ‖x‖

für |λ| − ‖T‖ > 0. Wir setzenxB Rλ(T)u:∥∥∥(T − λ id)Rλ(T)︸             ︷︷             ︸
=id

u
∥∥∥ = ‖u‖ ≥ (|λ| − ‖T‖) ‖Rλ(T)u‖

Man hat:

‖Rλ(T)u‖ ≤
1

|λ| − ‖T‖
‖u‖ ,

also

‖Rλ(T)‖ ≤
1

|λ| − ‖T‖
für |λ| > ‖T‖ (∗)

NachSatz III. 4. 6(iii) ist 〈Rλ(T)x | y〉 eine holomorphe Funktion aufρ(T). Angenommen,
σ(T) sei leer, dann ist〈Rλ(T)x | y〉 holomorph auf ganzC. Wegen (∗) gilt:

lim
|λ|→∞

〈Rλ(T)x | y〉 = 0.

Nach dem Satz von L ist jede beschr̈ankte holomorphe Funktion auf ganzC kon-
stant, d. h.〈Rλ(T)x | y〉 = cxy.

lim
|λ|→∞

cxy = 0

also
〈Rλ(T)x | y〉 = 0 ∀x, y ∈ E.

Setzey = Rλ(T)x dann folgtRλ(T)x = 0 ∀x, alsoRλ(T) = 0. Das ist ein Widerspruch
zur Annahme,σ(T) = ∅. Alsoσ(T) , ∅.

(ii) folgt ähnlich wie der Satz̈uber Potenzreihen (Konvergenzradius). �

Bemerkung III. 4. 4. (i) Satz III. 4. 6: Rλ(T) ist auf ganzρ(T) eine holomorphe Funktion in
λ mit beschr̈ankten Operatoren als Koeffizienten. Also ist f̈ur jedesx, y ∈ E 〈Rλ(T)x | y〉
eine holomorphe Funktion aufρ(T).

(ii) r(T) = limn→∞ ‖Tn‖
1
n : ∥∥∥Tn

∥∥∥ 1
n ≤ (‖T‖n)

1
n = ‖T‖

also:r(T) ≤ ‖T‖. Spezieller: f̈ur T ∈ L(E) normal gilt sogarr(T) = ‖T‖.

Beispiel III. 4. 5(V’scher Integraloperator). E = L2 [0,1] mit L-Maß.

K(·, ·) ∈ C([0,1] × [0,1])

Wir definieren:

TK f (x) B
∫ x

0
K(x, t) f (t) dt f ∈ L2 [0,1]
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TK heißt ein V’scher Integraloperator. Z. B. für K = 1 ist

TK f (x) =
∫ x

0
f (t) dt

Man kann zeigen:
r(TK) = 0, also σ(TK) = {0}

Weil ‖TK‖ , 0 für K , 0 ist r(TK) < ‖TK‖. X

c. Spektrum selbstadjungierter Operatoren

Satz III. 4. 10. SeiT = T∗ ∈ L(E), E Hilbertraum. Eine Zahlλ geḧort zur Resolventenmenge
ρ(T)

⇐⇒ ∃cλ > 0 mit ‖(T − λ id)x‖ ≥ cλ ‖x‖ ∀x ∈ E (†)

Beweis:
”
⇒“: Sei λ ∈ ρ(T)⇒ (T − λ id)Rλ(T)x = x = Rλ(T)(T − λ id)x

‖x‖ ≤ ‖Rλ(T)‖ ‖(T − λ id)x‖

⇒ ‖(T − λ id)x‖ ≥ 1
‖Rλ(T)‖︸   ︷︷   ︸
Ccλ

‖x‖

”
⇐“: Sei ‖(T − λ id)x‖ ≥ cλ ‖x‖ ∀x ∈ E.

Behauptung:(T − λ id) ist injektiv.

Beweis: Sei (T − λ id)x1 = (T − λ id)x2, dann

‖(T − λ id)(x1 − x2)‖ = 0 ≥ cλ ‖x1 − x2‖ ≥ 0

⇒ ‖x1 − x2‖ = 0 ⇒ x1 = x2 /

Behauptung:(T − λ id) ist abgeschlossen.

Beweis: Seiyn = (T − λ id)xn mit xn ∈ E, n ∈ N. yn→ y in E.

‖yn − ym‖ = ‖(T − λ id)(xn − xm)‖

≥ cλ ‖xn − xm‖ mit (†)

⇒ ‖xn − xm‖ ≤ c−1
λ ‖yn − ym‖

Da yn konvergiert, istyk eine Cauchyfolge. Also ist auchxn eine Cauchyfolge. Damit, daE
vollständig, gibt esx ∈ E mit xn→ x. Da (T − λ id) ∈ L(E) folgt:

ym = (T − λ id)xm→ (T − λ id)x

ym→ y.

Also: (T − λ id)x = y ⇒ y ∈ (T − λ id)(E) /

Behauptung:(T − λ id)(E) = E
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Beweis: Angenommen, es ẅare (T − λ id)(E) , E. Nach der letzten Behauptung istE1 B

(T − λ id)(E) ein abgeschlossener linearer Teilraum vonE. Nach dem 1. Satz von R
(Satz I. 4. 7) gilt:

E = E1 ⊕ E⊥1
Da E1 , E ∃ u ∈ E⊥1 , u , 0.

0 = 〈u | (T − λ id)x〉 ∀x ∈ E

⇒ 〈u |T x〉 = 〈u | λx〉 = λ 〈u | x〉

⇒ 〈Tu| x〉 = λ 〈u | x〉

Damit: 〈
(T − λ id)u | x

〉
= 0 ⇒ Tu= λu

⇒ 〈Tu|u〉 =
〈
λu |u

〉
= 〈u |Tu〉 =

〈
u | λu

〉
⇒ 〈Tu|u〉 =

〈
λu |u

〉
= 〈u |Tu〉 =

〈
u | λu

〉
= λ ‖u‖2 = λ ‖u‖2

⇒ λ = λ

⇒ Tu= λu

⇒ ‖(T − λ id)u‖ = 0 ≥ cλ︸︷︷︸
>0

‖u‖︸︷︷︸
>0

≥ 0 Widerspruch

Also ist (T − λ id)(E) = E, also surjektiv. Also:λ ∈ ρ(T). /

Bemerkung III. 4. 6.Für T ∈ L(E) gilt

‖T‖ = sup
‖x‖≤1
‖T x‖ = sup

‖x‖=‖y‖=1
|〈T x| y〉|

(vergl.‖z‖ = sup‖y‖=1 |〈y | z〉|, C-S).

Für selbstadjungierte Operatoren gilt:
Satz III. 4. 11.

‖T‖ = sup
‖x‖≤1
|〈T x| x〉| ∀T = T∗ ∈ L(E)

Beweis: Seic = sup‖x‖≤1 |〈T x| x〉|. Es giltc ≤ ‖T‖. Zu zeigen:‖T‖ ≤ c.
Für beliebigesx ∈ E gilt:

|〈T x| x〉| ≤ c‖x‖ (\)

Für x ∈ E gilt:

‖T x‖2 = 〈T x|T x〉

=
1
4

(〈
T(αx+ α−1T x) |αx+ α−1T x

〉
−

〈
T(αx− α−1T x) |αx− α−1T x

〉)
∀α > 0

‖T x‖2 ≤
1
4

c
(∥∥∥αx+ α−1T x

∥∥∥2
+

∥∥∥αx− α−1T x
∥∥∥) nach (\)

=
c
4

(
2‖αx‖2 + 2

∥∥∥α−1T x
∥∥∥2

)
Parallelogrammid.

=
c
2

(
α2 ‖x‖2 + α−2 ‖T x‖2

)
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Setzeα2 =
‖T x‖
‖x‖ falls T x, 0 ist.

‖T x‖2 ≤
c
2

(‖T x‖ ‖x‖ + ‖x‖ ‖T x‖)

= c‖T x‖ ‖x‖ ∀T x, 0

Für T x= 0 gilt die auch trivialerweise und damit folgt:‖T x‖ ≤ c‖x‖, also

‖T‖ ≤ c �

Definition III. 4. 12 (untere Grenze, obere Grenze). Für einen selbstadjungierten Operator
T ∈ L(E) ist

mT B inf
‖x‖=1
〈T x| x〉 dieuntere GrenzevonT

MT B sup
‖x‖=1
〈T x| x〉 dieobere GrenzevonT. ♥

Aus den Charakterisierungen folgt

mT 〈x | x〉 ≤ 〈T x| x〉 ≤ MT 〈x | x〉

AusSatz III. 4. 11folgt:
‖T‖ = max(|mT | ,MT).

Satz III. 4. 13. Für T = T∗ ∈ L(E), E Hilbertraum, gilt

σ(T) ⊆ [mT ,MT ] .

Beweis: Seiλ0 ∈ C mit λ0 < [mT ,MT ]. Zu zeigen:λ0 ∈ ρ(T). Sei

cB inf { |λ − λ0| | λ ∈ [mT ,MT ] } .

Dann istc > 0.

‖x‖ ‖(T − λ0 id)x‖ ≥ |〈(T − λ0 id)x | x〉| = |〈T x| x〉 − λ0 〈x | x〉| .

Sei‖x‖ = 1:
‖(T − λ0 id)x‖ ≥ |〈T x| x〉︸  ︷︷  ︸

∈[mT ,MT ]

−λ0| ≥ c

⇒ ‖(T − λ0 id)x‖ ≥ c‖x‖ ∀x ∈ E. NachSatz III. 4. 10ist λ0 ∈ ρ(T). �

Insbesondere gilt

σ(T) ⊆ [− ‖T‖ , ‖T‖] ,

σ(T) ⊆ R

Satz III. 4. 13ist
”
scharf“, denn beide Genzen werden approximiert oder sind dabei.
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Beispiel III. 4. 7. E = L2 [a,b] mit L-Maß,a < b ∈ R. Für f ∈ C [a,b] seiT fϕ = f · ϕ ∀ϕ ∈ E.
Wenn f reellwertig, dann istT f = (T f )∗ und

∥∥∥T f

∥∥∥ = supt∈[a,b] | f (t)|.

T f1 ≤ T f2 ⇐⇒ f1(x) ≤ f2(x) ∀x ∈ [a,b]

Seien
mf B inf

x∈[a,b]
f (x) undM f B sup

x∈[a,b]
f (x)

Dann haben wir〈
T fϕ |ϕ

〉
=

∫ b

a
f (x) |ϕ(x)|2 dx≤ M f

∫ b

a
|ϕ(x)|2 dx= M f 〈ϕ |ϕ〉

Analog:mf 〈ϕ |ϕ〉 ≤
〈
T fϕ |ϕ

〉
. Man zeigt leicht:mf = mT f , M f = MT f .

σ(T f ) ⊆
[
mf ,M f

]
. X

Satz III. 4. 14. SeiT = T∗ ∈ L(E).

(i) Alle Eigenwerte vonT sind reell.

(ii) Zu verschiedenen Eigenwerten gehörende Eigenvektoren stehen senkrecht aufeinander.

Beweis: (i) Folgt ausSatz III. 4. 13.

(ii) SeiT x= λx, Ty = µy, λ , µ. Zu zeigen:〈x | y〉 = 0.

λ 〈x | y〉 = 〈λx | y〉

= 〈T x| y〉 = 〈x |Ty〉

= 〈x | µy〉 = µ 〈x | y〉 daµ reell

⇒ (λ − µ) 〈x | y〉 = 0

⇒ 〈x | y〉 = 0. �

d. Monotone selbstadjungierte Operatoren

Lemma III. 4. 15. SeiT = T∗ ∈ L(E) undT ≥ 0 (d. h.〈T x| x〉 ≥ 0 ∀x ∈ E). Dann gilt

|〈T x| y〉|2 ≤ 〈T x| x〉 〈Ty | y〉 . ([)

Beweis: Wir definieren(x | y) B 〈T x| y〉 ∀x, y∀E. (· | ·) ist eine nichtnegative Sesquilinearform
auf E. Für (· | ·) gilt die C-S’sche Ungleichung:

|(x | y)|2 ≤ (x | x) (y | y) ,

denn durch Einsetzen der Definition haben wir

|〈T x| y〉|2 ≤ 〈T x| x〉 〈Ty | y〉 . �
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Bemerkung III. 4. 8.Für T = id ist ([) die C-S-Ungleichung im HilbertraumE.

Satz III. 4. 16. Sei E ein Hilbertraum. (An)n∈N sei eine monoton wachsende (d. h.〈Ax | x〉 ≤
〈Amx | x〉 ∀x ∈ E∀m≥ n) und nach oben beschränkte (d. h.∃B = B∗ ∈ L(E) mit An ≤ B∀n ∈ N)
Folge selbstadjungierter Operatoren aufE.

Dann existiert ein selbstadjungierter, beschränkter OperatorA auf E mit

Ax= lim
n→∞

Anx x ∈ E,

d. h.An konvergiert stark gegenA, An→ A.

Beweis: SeicB ‖B‖. O. B. d. A. seiAn ≥ 0.

‖An‖ ≤ MAn ≤ MB = ‖B‖

SeiT = An − Am für n ≥ m ⇒ T ≥ 0. NachLemma III. 4. 15gilt:

|〈T x| y〉|2 ≤ 〈T x| x〉 〈Ty | y〉

⇐⇒ |〈(An − Am)x | y〉|2 ≤ 〈(An − Am)x | x〉 〈(An − Am)y | y〉

⇐⇒ ‖(An − Am)x‖4 ≤ 〈(An − Am)x | x〉 〈(An − Am)(An − Am)x | (An − Am)x〉︸                                         ︷︷                                         ︸
≤2c‖(An−Am)x‖2

mit y B (An − Am)x

⇒ ‖(An − Am)x‖2 ≤ 2c 〈(An − Am)x | x〉 = 2c(〈Anx | x〉 − 〈Amx | x〉)

Die Folge (〈Anx | x〉)n konvergiert, ist also eine Cauchyfolge von Zahlen. Also ist (An) eine
Cauchyfolge. Seiy = limn→∞ Anx. Wir definierenAxB y. Aus 〈Anx | x′〉 = 〈x |Anx′〉 folgt für
n→ ∞: 〈

Ax| x′
〉
=

〈
x |Ax′

〉
∀x, x′ ∈ E.

‖Anx‖ ≤ c‖x‖ ⇒ ‖Ax‖ ≤ c‖x‖, also istA beschr̈ankt und selbstadjungiert, nach Definition ist
Ax= lim Anx ∀x ∈ E. �

5. Kompakte Operatoren im Banachraum

a. Kompakte und vollstetige Operatoren

Wir rufen uns einige Eigenschaften von Teilmengen metrischer Räume in Erinnerung: SeiE
ein metrischer Raum,M ⊆ E. M heißtrelativkompakt,wenn jede Folge (xn)n∈N von Elementen
ausM eine konvergente Teilfolge (xnk)k∈N in E besitzt.M heißtkompakt,wenn es eine solche
konvergente Teilfolge gibt, so daß der Limes inM liegt. Wir können zeigen:M ist kompakt
⇐⇒ M relativkompakt und abgeschlossen.

Beispiel III. 5. 1. (i) E ∈ {Rn,Cn}. M ist relativkompakt⇐⇒ M beschr̈ankt.M ist kompakt
⇐⇒ M relativkompakt und abgeschlossen.

(ii) E sei Hilbertraum und nicht endlichdimensional.U = { x ∈ E | ‖x‖ ≤ 1 } Einheitskugel
in E. U ist nicht relativkompakt:
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Beweis: Wähle Orthonormalsystem{xn, n ∈ N}. xn ∈ U, aber

‖xn − xm‖
2 = ‖xn‖

2 + ‖xm‖
2 = 2,

also‖xn − xm‖ =
√

2 ∀n , m. (xn) besitzt keine konvergente Teilfolge. /

Seien im folgendenE undF Banachr̈aume.

Definition III. 5. 1 (kompakt). Ein linearer OperatorT : E→ F heißtkompakt⇐⇒ T bildet
jede beschr̈ankte TeilmengeM ⊆ E in eine relativkompakte TeilmengeT(M) ⊆ F ab. ♥

Definition III. 5. 2 (vollstetig). Ein linearer OperatorT : E → F heißtvollstetig,wennT jede
schwach konvergierende Folge (xn) ausE (d. h.∃x ∈ E : limn→∞ f (xn) = f (x) ∀ f ∈ E′) in eine
stark konvergierende Folge (T xnn) ausF (d. h.∃y ∈ F : limn→∞ ‖T xn − y‖ = 0) abbildet. ♥

Bemerkung III. 5. 2. (i) Jeder kompakte Operator ist beschränkt, denn jede relativkompakte
Menge ist beschränkt.

(ii) Jeder vollstetige Operator ist beschränkt.

(iii) E = F = `2(N): id ist weder kompakt noch vollstetig, aber beschränkt, denn id(U) (Ein-
heitskugel) ist nicht relativkompakt, aber beschränkt. Sei (xn) ein Orthonormalsystem.
Dannxn⇀0, aber idxn = xn konvergiert nicht.

(iv) WennT kompakt ist, istT vollstetig. (nicht ganz leicht zu sehen)

(v) E = F = `1(N), T = id ist nicht kompakt, aber vollstetig.

Beispiel III. 5. 3. SeiE = C1 [0,1], ‖ f ‖1 B supt∈[0,1] | f (t)|+supt∈[0,1] | f
′(t)|. F = C [0,1], ‖ f ‖2 =

supt∈[0,1] | f (t)|. T( f ) B f . Dann istT kompakt.

Beweis: Für f ∈ E gilt:∣∣∣ f (x) − f (x′)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∫ x

x′
f ′(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤ ‖ f ‖1 ∣∣∣∣∣∫ x

x′
1dt

∣∣∣∣∣ = ‖ f ‖1 ∣∣∣x− x′
∣∣∣ (5.1)

‖T( f )‖2 = ‖ f ‖2 ≤ ‖ f ‖1 (5.2)

M sei beschr̈ankt in (E, ‖·‖1). SeicB supf∈M ‖ f ‖1. Nach (5.1) und (5.2) gilt∣∣∣ f (x) − f (x′)
∣∣∣ ≤ c

∣∣∣x− x′
∣∣∣ ,

d. h.M gleichgradig stetig.‖ f ‖2 = ‖T f‖2 ≤ c, d. h.M ist beschr̈ankt inF. T(M) = M erfüllt die
Voraussetzungen von A-A. Jede Folge ausT(M) besitzt eine gleichm̈aßig konvergen-
te Teilfolge, also eine inF konvergente Teilfolge. /

Bemerkung III. 5. 4(S’sche Einbettungssätze).

Hk′
0 (Ω)→ Hk

0(Ω), k < k′ ist kompakt

Hk+1(Ω)→ Hk(Ω) ist kompakt, falls∂Ω einC1-Rand

61
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K(E, F) ist die Menge aller kompakten Operatoren des BanachraumsE in den BanachraumF.
K(E) B K(E,E).

Lemma III. 5. 3. SeiT ∈ L(E, F), T vollstetig. dann istT stetig.

Beweis: Sei xn → x. Dann gilt auchxn⇀x. Da T vollstetig existierty ∈ F mit T xn → y. Sei
f ∈ F′, dann f ◦ T ∈ E′. xn⇀x ⇒ f (T xn) → f (T x) ∀ f ∈ F′, alsoT xn⇀Tx. Mit T xn → y

folgt f (y) = f (T x) ∀ f ∈ F′, alsoy = T x. �

Satz III. 5. 4. WennT kompakt ist, dann istT vollstetig.

Beweis: Angenommen,T sei nicht vollstetig. Seixn⇀x, xn, x ∈ E undT xn 6→ T x, also∃ε >
0 ∀N ∃n > N mit ‖T xn − T x‖ > ε. Also existiert Teilfolge (xnk) von (xn) undε > 0 so daß∥∥∥T xnk − T x

∥∥∥ > ε
Mit Banach-Steinhaus: jede schwach konvergente Folge ist beschränkt, oBdA

∥∥∥xnk

∥∥∥ ≤ 1 ∀k. T

ist kompakt, also istT xnk kompakt, da inT(B1(0)) enthalten. Also konvergiert oBdAT xnk. �

Satz III. 5. 5. (i) K(E, F) ist ein Unterraum des Banachraums (L(E, F), ‖·‖).

(ii) Aus B ∈ L(E1,E), A ∈ L(F, F1), T ∈ K(E, F) mit E1, F1,E, F Banachr̈aumen folgt

AT B∈ K(E1, F1)

Der Beweis ist einëUbung.

Bemerkung III. 5. 5.SeiE = E1 = F = F1 Banachraum,(ii) besagt dann: mitA, B ∈ L(E) und
T ∈ K(E) folgt AT B∈ K(E). D. h.K(E) ist ein Ideal in der AlgebraL(E).

Bemerkung III. 5. 6.WennT ∈ L(E, F) und dimT(E) < ∞, dann istT kompakt.

Beweis: T(M) beschr̈ankt:M in E ist beschr̈ankt inF und insbesondere inF1 = T(E). Also ist
T(M) relativ kompakt im endlich dimensionalen BanachraumF1. �

F (E, F) = {T ∈ L(E, F), dimT(E) < ∞} ist der Vektorraum aller stetigen linearen Operato-
ren mit endlichem Wertebereich.F (E, F) ⊆ K(E, F).

Nach Satz III. 5. 5 (i) folgt F (E, F) ⊆ K(E, F). F (E, F) = {T ∈ L(E, F), ∃(Tn)n∈N :
limn→∞ ‖T − Tn‖ = 0}. Im allgemeinen gilt wirklich

F (E, F) ⊂ K(E, F).

Für E undF Hilberträume gilt allerdings

F (E, F) = K(E, F).

WennE, F Hilberträume sind, dann istT ∈ L(E, F) kompakt⇐⇒ T vollstetig.
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Definition III. 5. 6 (transponierter Operator). SeienE, F Banachr̈aume undT ∈ L(E, F). Wir
definieren

T t( f ′)(e) = f ′(T(e)) e ∈ E, f ′ ∈ F′

e 7→ f ′(Te) ist ein lineares Funktional aufE. Es gilt∣∣∣ f ′Te
∣∣∣ ≤ ∥∥∥ f ′

∥∥∥ ‖Te‖ ≤
∥∥∥ f ′

∥∥∥ ‖T‖ ‖e‖ ,
d. h. das Funktional ist stetig:T t( f ′) ∈ E′,∥∥∥T t( f ′)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥ f ′
∥∥∥ ‖T‖ = ‖T‖ ∥∥∥ f ′

∥∥∥
⇒ T t ∈ L(F′,E′) mit

∥∥∥T t
∥∥∥ ≤ ‖T‖. T t heißt derzu T transponierte Operator. ♥

Es gilt:T t ∈ L(F′,E′).

Satz III. 5. 7 (vonS). WennT kompakt ist, dann istT t auch kompakt.

Satz III. 5. 8 (vonR-S). E sei Banachraum.T ∈ K(E) und 0, λ ∈ C.

(i) Im(T − λ id) = (T − λ id)(E) ist abgeschlossen und

ker(T − λ id) = { x ∈ E | (T − λ id)x = 0 }

ist endlichdimensional.

(ii) (T − λ id) ist surjektiv ⇐⇒ (T − λ id) injektiv (s. F’sche Alternative) d. h. in-
homogenes Gleichungssystem ist bei beliebiger rechter Seite lösbar⇐⇒ das homogene
Gleichungssystem für (T − λ id) hat nur die triviale L̈osung.

(iii) E sei unendlichdimensionaler Banachraum. Dann existiert Nullfolge (λn)n∈N komplexer
Zahlen mitσ(T) = {0, λn; n ∈ N}. Die Zahlenλ ∈ σ(T) sind Eigenwerte mit endlicher
Vielfachheit (wobeiλ , 0).

b. Kompakte Operatoren im Hilbertraum

Satz III. 5. 9. E sei Hilbertraum. F̈ur T ∈ L(E). Dann sind die folgenden Aussagenäquivalent:

(i) T ist vollstetig, d. h.xn⇀x ⇒ T xn→ T x.

(ii) Aus xn⇀x undyn⇀y⇒ 〈T xn | yn〉 → 〈T x| y〉.

(iii) T ist kompakt.

(iv) T∗ ist kompakt.

Lemma III. 5. 10. SeiT ∈ L(E). Aus xn⇀x folgt T xn⇀T x.

Beweis: Seiy ∈ E. 〈T xn | y〉 = 〈xn |T∗y〉 → 〈x |T∗y〉 = 〈T x| y〉. �

Beweis (vonSatz III. 5. 9): (iii)⇒(i) Satz III. 5. 4

(i)⇒(iii) Sei xn ∈ E, ‖xn‖ ≤ 1. Die Folge (xn)n∈N besitzt eine schwach konvergente Teilfolge
(xnk)k∈N, d. h.xnk⇀x. Nach(i) T xnk → T x. Also istT kompakt.
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(iii)⇒(ii)

〈T xn | yn〉 − 〈T x| y〉 = 〈T xn − T x| yn〉 + 〈T x| yn − y〉

|〈T xn | yn〉 − 〈T x| y〉| ≤ ‖T xn − T x‖ ‖yn‖ + |〈Ty | yn − y〉|

Angenommen,(ii) wäre falsch. Dann existieren Teilfolgen (xnk), (ynk) undε > 0 mit∣∣∣〈T xnk | ynk

〉
− 〈T x| y〉

∣∣∣ ≥ ε ∀k ∈ N (5.3)

Da T kompakt ist und die konvergenten Folgen (xn) und (yn) beschr̈ankt sind, existiert
Teilfolge (xnkr

)r∈N mit T xnkr
→ T x, genauer:

T xnkr
→ y,

daxnkr
→ x und nachLemma III. 5. 10T xnkr

→ T x folgt T x= y.∣∣∣∣〈T xnkr
| ynkr

〉
− 〈T x| y〉

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥T xnkr
− T x

∥∥∥︸          ︷︷          ︸
→0

∥∥∥ynkr

∥∥∥︸︷︷︸
≤c

daynkr
⇀y

+
∥∥∥∥〈T x| ynkr

− y
〉∥∥∥∥︸              ︷︷              ︸

→0
daynkr

⇀y

Die rechte Seite geht gegen 0 für r → ∞. Die linke Seite ist aber≥ ε nach (5.3). Das ist
ein Widerspruch, also gilt(ii) .

(ii)⇒(i)

‖T xn − T x‖2 = 〈T xn − T x|T xn − T x〉

=

〈
T xn | T xn − T x︸     ︷︷     ︸

yn

〉
−

〈
T x| T xn − T x︸     ︷︷     ︸

yn

〉
(5.4)

Es gilt yn = T xn − T x. Weil xn⇀x undT ∈ L(E) folgt nachLemma III. 5. 10T xn⇀T x.
Also gilt yn⇀0. Nach(ii) gilt

〈T xn | yn〉 → 〈T x|0〉 = 0

Weil yn⇀0 gilt 〈y | yn〉 → 0. Nach (5.4) gilt ‖T xn − T x‖ → 0, d. h.T xn→ T x.

(iii) ⇐⇒ (iv) Z. z.: T kompakt ⇐⇒ T∗ kompakt. Zeigen:T∗ kompakt⇒ T kompakt. Sei
xn ∈ E, ‖xn‖ ≤ 1. Wir zeigen:T xn besitzt konvergente Teilfolge. DaT ∈ L(E) und T∗

kompakt, folgtT∗T ∈ K(E) (Idealeigenschaft). Also existiert eine Teilfolge (xnk)k∈N und
y ∈ E mit T∗T(xnk)→ y.∥∥∥T xnk − T xnl

∥∥∥2
=

〈
T(xnk − xnl ) |T(xnk − xnl )

〉
=

〈
T∗T(xnk − xnl ) | xnk − xnl

〉
≤

∥∥∥T∗T xnk − T∗T xnl

∥∥∥2

Da (T∗T xnk)k∈N Cauchyfolge ist, ist auch (T xnk)k∈N Cauchyfolge. Also konvergiert (T xnk)
im Hilbertraum, d. h.T ist kompakt.

SeiT kompakt. DaT = (T∗)∗ ist nach ebenT∗ kompakt. �
9.1.06
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c. H -Sscher Entwicklungssatz

Satz III. 5. 11 (H-Sscher Entwicklungssatz). E sei unendlichdimensionaler sepa-
rabler Hilbertraum.T sei ein selbstadjungierter, kompakter Operator. Dann existieren eine Null-
folge (λn)n∈N ∈ R

N und ein NOS{en}n∈N von E mit

T x=
∞∑

n=1

λn 〈x |en〉en ∀x ∈ E (5.5)

Ten = λnen (5.6)

Bemerkung III. 5. 7.Für x, y ∈ E sei (x ⊗ y)z = 〈z| x〉 y ∀z ∈ E. Es ist x ⊗ y ∈ L(E) mit
‖x⊗ y‖ = ‖x‖ ‖y‖. (5.5) besagt dann:T =

∑∞
k=1 λnen ⊗ en (in starker Konvergenz).

Lemma III. 5. 12. Sei T ∈ L(E) vollstetig und selbstadjungiert.‖T‖ oder− ‖T‖ ist dann ein
Eigenwert vonT.

Beweis: Da T = T∗ ist, gilt ‖T‖ = sup‖x‖=1 |〈T x| x〉|. Daher existieren eine Folge (xn)n∈N mit
‖xn‖ = 1 ∀n ∈ N undα ∈ Rmit 〈T xn | xn〉 → α, |α| = ‖T‖. DaT kompakt, gibt es eine Teilfolge
(xnk)k∈N mit T xnk → y ∈ E.∥∥∥(T − α id)xnk

∥∥∥2
=

〈
T xnk − αxnk |T xnk − αxnk

〉
=

∥∥∥T xnk

∥∥∥2
+ α2

∥∥∥xnk

∥∥∥︸︷︷︸
=1

−2α
〈
T xnk | xnk

〉
≤ ‖T‖2 + α2︸︷︷︸

=‖T‖2

−2α
〈
T xnk | xnk

〉
= 2(‖T‖2 − α

〈
T xnk | xnk

〉
)

→ 2(‖T‖2 − α2) = 0

αxnk = −(T − α)xnk + T xnk → 0+ y = y

Wennα = 0, dann‖T‖ = 0, alsoT = 0 und die Behauptung ist trivial. Für α , 0 gilt xnk →
y
α

und damit (T − α)xnk → 0. Weil T stetig ist, gilt (T − α)xnk → (T − α) yα = 0. Also Ty = αy,
α = ‖T‖ oderα = − ‖T‖. �

Beweis (vonSatz III. 5. 11): Seiλ , 0 ein Eigenwert vonT, Eλ B { x ∈ E | T x= λx } sei der
zugeḧorige Eigenraum.T(UEλ) = λUEλ mit UEλ Einheitskugel vonEλ ist relativkompakt, weil
T kompakt ist, also ist dimEλ < ∞.

Seienλ, λ′ zwei verschiedene Eigenwerte vonT, λ , 0 , λ′. Da T selbstadjungiert ist, gilt
Eλ ⊥ Eλ′ . Wir wählen aus jedem RaumEλ eine ONB. Die Gesamtheit dieser Vektoren ist NOS
{ en | n ∈ I } mit I = N oder I = {1, . . . ,N}. SeiH1 der von den Vektorenen, n ∈ I erzeugte
abgeschlossene lineare Teilraum vonE. Es giltTen = λnen, also

T

 s∑
r=1

αrer

︸      ︷︷      ︸
∈H1

=

s∑
r=1

αrλrer ∈ H1.

Also T(H1) ⊆ H1.
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Behauptung:T(H⊥1 ) ⊆ H⊥1 .

Beweis: Seienx ∈ H1, y ∈ H⊥1 . 〈T x| y〉 = 0 = 〈x |Ty〉. Also Ty ⊥ H1 ⇒ Ty ∈ H⊥1 . /

H⊥1 ist auch Hilbertraum. SeiT1 ∈ L(H⊥1 ) mit T1y = Ty, y ∈ H⊥1 . T1 ist dann vollstetig und
selbstadjungiert aufH⊥1 .

Behauptung:T1y = Ty = 0 ∀y ∈ H⊥1 .

Beweis: WäreT1 . 0, dann‖T1‖ , 0. NachLemma III. 5. 12hat T1 einen von 0 verschie-
denen Eigenwert (n̈amlich‖T1‖ oder− ‖T1‖)⇒ T hat von 0 verschiedenen Eigenwertµ mit
Eigenvektorz ∈ H⊥1 . Nach Konstruktion geḧort z zu H1 und H⊥1 , alsoz = 0, ist also kein
Eigenvektor .⇒ T1 = 0. /

E hat VNOS{ en, fi | n ∈ I , i ∈ J }, wobei{ fi} VNOS vonH⊥1 . Seix ∈ E. Dann

x =
∑

n

〈x |en〉en +
∑

i

〈x | fi〉 fi .

DaT stetig ist, gilt
T x=

∑
n

〈x |en〉Ten +
∑

i

〈x | fi〉 T fi︸︷︷︸
=0

,

alsoT x =
∑

n λn 〈x |en〉en. Wenn|I | < ∞, so erg̈anze die{en} durch Hinzunahme von Basisele-
mentenfi zu einem NOS{ en | n ∈ N }. Dann gilt

T x=
∞∑

n=1

λn 〈x |en〉en,

wobeiλN+1 = . . . = λN+17 = . . . = 0.

Behauptung:limn→∞ λn = 0

Beweis: Angenommen, die Behauptung sei falsch. DurchÜbergang zu einer Teilfolge kann
man o. B. d. A. annehmen, daßλn → λ , 0. Ten = λnen, |λn| ≥

|λ|
2 für n ≥ n0. en = λ

−1
n Ten =

T (λ−1
n en)︸  ︷︷  ︸
∈cUE

für großesc. ‖en‖ = 1, o. B. d. A.en ⊥ em für n , m. en ∈ T(cUE), also ist die

Menge{en | n ∈ N} ist nicht relativkompakt (‖en − em‖ =
√

2, n , m zuT kompakt). /

Damit

Tek =

∞∑
n=1

λn 〈ek |en〉︸  ︷︷  ︸
δk,n

en = λkek

�

d. Anwendung auf H -S’sche Integraloperatoren

M sei Gebiet imRn oder Abschluß eines Gebietes inRn. µL sei das L-Maß auf M.
E = L2(M, µL). K(·, ·) sei L-meßbare Funktion aufM × M mit∫

M

∫
M
|K(t, s)|2 dµL(t) dµL(s)︸          ︷︷          ︸

dµL(t,s)

< ∞ (5.7)

Wir definieren (TK f )(t) B
∫

M
K(t, s) f (s) dµL(s) für f ∈ L2(M, µL) = E. Aus (5.7) folgt (wie

früher):TK ∈ L(E). Es sei nochK(t, s) = K(s, t) ∀t, s ∈ M. Dann istTK selbstadjungiert.
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5. Kompakte Operatoren im Banachraum

Bemerkung III. 5. 8.Aus (5.7) folgt: TK ist kompakt.

Beweis: SeiH = L2(M ×M, µL). Nach (5.7) gilt K(·, ·) ∈ H. DaE unendlichdimensionaler und
separabler Hilbertraum ist, besitztE ein VNOS{ϕn(t) | n ∈ N} ⇒

{ ϕnm(t, s) B ϕn(t)ϕm(s) | n,m ∈ N }

ist VNOS für H. DaK ∈ H gilt

K(t, s) =
∞∑

n,m=1

αnmϕnm(t, s) =
∞∑

n,m=1

αn,mϕn(t)ϕm(s).

SeiKN(t, s) B
∑N

n,m=1αn,mϕn(t)ϕm(s). KN erfüllt auch (5.7).

(TKN f )(t) =
∫

M
KN(t, s) f (s) dµL(s) =

N∑
n,m=1

αn,mϕn(t)

(∫
M
ϕm(s) f (s) dµL(s)

)
∈ Lin{ϕ1, . . . , ϕN}

TKN(E) ist endlichdimensional. DaTKN ∈ L(E) ist TKN kompakt.

((TK − TKN) f )(t) =
∫

M
(K(t, s) − KN(t, s)) f (s) dµL(s)

∥∥∥TK f − TKN f
∥∥∥2
=

∫
M

∣∣∣∣∣∫
M

(K(t, s) − KN(t, s)) f (s) dµL(s)
∣∣∣∣∣2 dµL(t)

≤

∫
M

(∫
M
|K(t, s) − KN(t, s)|2 dµL(s)

) (∫
M
| f (s)|2 dµL(s)

)
dµL(t)

(Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

= ‖K − KN‖
2
L2(M×M) ‖ f ‖

2
L2(M)

⇒
∥∥∥TK − TKN

∥∥∥ ≤ ‖K − KN‖L2(M×M) → 0 weil KN → K in L2(M × M). Daraus folgt∥∥∥TK − TKN

∥∥∥→ 0.

DaTKN kompakt (denn dimTKN(E) < ∞), folgt nach fr̈uherem SatzTK ist kompakt. �
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Kapitel IV.

Das Spektraltheorem f ür beschr änkte
selbstadjungierte Operatoren

Motivation

(i) Aus der linearen Algebra wissen wir: SeiE = Cn, 〈x | y〉 =
∑n

k=1 xkyk. SeiA ∈ Mn(C). Für
x = (x1, . . . , xn)⊥ ∈ Cn seiTA(x) = Ax. Dann istTA ∈ L(E). Seiakl = alk ∀k, l = 1, . . . ,n.
Dann istA hermitisch, alsoTA selbstadjungiert. Nach dem Satzüber die Hauptachsen-
transformation existieren Eigenwerteλ1, . . . λn von A und ein NOS aus zugehörigen Ei-
genvektorene1, . . . ,en. {e1, . . . ,en} sind ein VNOS, d. h.x =

∑n
k=1 〈x |ek〉ek und

TAx = Ax =
n∑

k=1

〈x |ek〉 Aek︸︷︷︸
=λk

=

n∑
k=1

λk(ek ⊗ ek)x

Also1

TA =
n∑

k=1

λk ek ⊗ ek︸ ︷︷ ︸
eindim.

Projektionsop.

Also haben wirTA =
∑n

k=1 λkPk mit PkPl = 0 ∀k , l.

(ii) Wir haben den H-S’schen Entwicklungssatz (Satz III. 5. 11). SeiT ∈ L(E)
vollstetig und selbstadjungiert.E sei separabel und unendlichdimensional. Dann existie-
ren ein NOS (en) und eine reelle Nullfolge (λn) mit

T =
∞∑

n=1

λnen ⊗ en

DasProblemist nun, daß wir eine Verallgemeinerung für beliebige beschränkte selbstadjungier-
te Operatoren im HIlbertraum suchen. Ziel wird sein:

T =
∫ b

a
λdE(λ)

mit geeigneten ProjektorenE(λ). (Das ist ein Operatorwertiges R-S-Integral.)
Wir werden bekommen:

1(x⊗ y)z= 〈z| x〉 y
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1. Spektralscharen

(i) Strukturtheorem f̈ur selbstadjungierte Operatoren

(ii) Funktion f (T) =
∫

f (λ) dE(λ) definiert und untersuchbar (aber eventuell nicht explizit
ausrechenbar), z. B.eitT .

1. Spektralscharen

a. Definition und Beispiele

Definition IV. 1. 1 (Spektralschar). H sei Hilbertraum. EineSpektralscharaufH ist ein System
{E(λ) | λ ∈ R} von Projektionsoperatoren aufH mit

(i) E(λ1) ≤ E(λ2) ∀λ1 ≤ λ2 ∈ R (Monotonie)

(ii) limλ→λ0+0 E(λ)x = E(λ0)x ∀λ0 ∈ R ∀x ∈ H (starke rechtsseitige Stetigkeit)

(iii) limλ→−∞ E(λ)x = 0 und limλ→∞ E(λ)x = x ∀x ∈ H. ♥

Bemerkung IV. 1. 1.Andere Terminologie: Zerlegung der Eins. Das hängt zusammen mit dem
Begriff Spektralmaß.

Definition IV. 1. 2 (beschr̈ankte Spektralschar). Sei{E(λ) | λ ∈ R} eine Spektralschar. Es gebe
a,b ∈ R mit E(a) = 0 undE(b) = id. Wegen(i) folgt: E(λ) = 0 ∀λ ≤ a undE(λ) = id ∀λ ≥ b.
Dann heißt die Spektralscharbeschränkt. ♥

Beispiel IV. 1. 2. (i) Sei (λn)n∈N eine reelle Folge und (Pn) sei Folge von Projektionen auf
dem HilbertraumH. Es geltePnPm = 0 ∀n , m und

∑∞
n=1 Pnx = x ∀x ∈ H.

E(λ) B
∑
λn≤λ

Pn ∀λ ∈ R

Dann ist{E(λ)} eine Spektralschar.

Die Monotonie ist klar (es istPn ≥ 0). E(λ) ist Projektionsoperator, daPnPm = 0∀n , m:

(E(λ))2 =

 ∑
n: λn≤λ

Pn


 ∑
m: λm≤λ

Pm

 = ∑
n: λn≤λ
m: λm≤λ

PnPm =
∑

n: λn≤λ

P2
n =

∑
n: λn≤λ

Pn = E(λ)

E(λ)∗ =

 ∑
n: λn≤λ

Pn

∗ = ∑
n: λn≤λ

P∗n =
∑

n: λn≤λ

Pn = E(λ)

⇒ E(λ) Projektion.

Zur Rechtsstetigkeit: Seix ∈ H. Dann gilt
∑∞

n=1 Pnx = x nach Voraussetzung. Mit Pytha-
goras folgt

∑∞
n=1 ‖Pnx‖2 = ‖x‖2. Seiε > 0. Dann∃K(ε) ∈ N mit

∑
k≥K(ε) ‖Pkx‖2 < ε2. Sei
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Kapitel IV. Das Spektraltheorem für beschränkte selbstadjungierte Operatoren

λ0 ∈ R. Wähleλ > λ0 derart, daß keine der Zahlenλ1, . . . , λK(ε) in ]λ0, λ] liegt.

‖(E(λ) − E(λ0))x‖2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
 ∑
n: λn≤λ

Pn −
∑

r: λr≤λ

Pr

 x

∥∥∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
 ∑
n: λ0<λn≤λ

Pn

 x

∥∥∥∥∥∥∥∥
2

=
∑

n: λ0<λn≤λ

‖Pn‖
2

≤
∑

k≥K(ε)

‖Pkx‖2 < ε ∀λ0 < λ

Zu (iii) :

‖x− E(λ)x‖2 =
∑

n: λn>λ

‖Pnx‖2 (♣)

∥∥∥E(λ′)x
∥∥∥2
=

∑
n: λn≤λ

‖Pnx‖ (♠)

Wähleλ, λ′ so, daßλ′ < λ1, . . . , λK(ε) < λ. Dann ist (♣)< ε2 und (♠)≤ ε2, d. h.

lim
λ→∞

E(λ)x = x, lim
λ→−∞

E(λ)x = 0.

(ii) Seiena < b ∈ R. µ sei ein Maß auf[a,b], H = L2([a,b] , µ). Wir definieren

(E(λ) f )(t) = χ]−∞,λ](t) f (t) ∀λ ∈ R, f ∈ H.

eλ(t) B χ]−∞,λ](t). {E(λ)} ist Spektralschar aufH:

〈E(λ1) f | f 〉 =
∫

[a,b]
eλ1(t) f (t) f (t)︸  ︷︷  ︸

≥0

dµ(t)

≤

∫
[a,b]

eλ2 f (t) f (t) dµ(t)

= 〈E(λ2) f | f 〉 ∀λ1 ≤ λ2

e2
λ = eλ, eλ = eλ, also istE(λ) Projektor. F̈ur λ < a ist E(λ) f = 0, für λ ≥ b ist E(λ) f = f ,

also ist{E(λ)} beschr̈ankt. X

b. Einfache Eigenschaften

(i) Seiλ0 ∈ R. DaE(λ) monoton wachsend ist und beschränkt (≤ id), existiert der Grenzwert

lim
λ→λ0−0

E(λ)

in der starken Konvergenz, d. h. es gibt einen beschränkten OperatorE(λ0−0) mit E(λ0−

0)x = limλ→λ0−0 E(λ)x, E(λ0 − 0) ist auch Projektion undE(µ) ≤ E(λ0 − 0) ≤ E(λ0) für
µ ≤ λ0.
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1. Spektralscharen

(ii) Wir definieren Spektraloperatoren für Intervalle:

E(
[
λ, µ

]
) B E(µ) − E(λ − 0)

E(
]
λ, µ

]
) B E(µ) − E(λ)

E(
[
λ, µ

[
) B E(µ − 0)− E(λ − 0)

E(
]
λ, µ

[
) B E(µ − 0)− E(λ) ∀λ ≤ µ ∈ R

Es seiI eines der obigen Intervalle. Dann istE(I ) auch ein Projektionsoperator.I1, I2

seien zwei solche Intervalle. Es gilt:

I1 ∩ I2 = ∅ ⇒ E(I1)E(I2) = 0,

d. h.E(I1)H ⊥ E(I2)H.

c. Operatorwertige S -Integrale

Sei { E(λ) | λ ∈ R } beschr̈ankte Spektralschar. (Dann existierenm,M ∈ R mit E(λ) = 0 ∀λ <
m, E(λ) = id ∀λ ≥ M.) Sei b ∈ R fest mit b < m. u(λ) sei Borelfunktion auf[b,M]. Ziel
ist es,

∫
u(λ) dE(λ) zu definieren.u(λ) sei beschr̈ankt. O. B. d. A. seiu(λ) reellwertig, denn f̈ur

u(λ) = u1(λ) + iu2(λ) mit u1,u2 reellwertig, definiere∫ M

b
u(λ) dE(λ) =

∫ M

b
u1(λ) dE(λ) + i

∫ M

b
u2(λ) dE(λ).

Fall 1: Sei u(λ) stetig auf[b,M]. Z sei eine Zerlegung des IntervallesI = [b,M]. b = t0 <
. . . < tn = M, δZ = max1≤k≤n |tk − tk−1|. Wähleξk ∈ ]tk−1, tk]. Wir definieren dieZwischensum-
me:

S(u,Z) =
n∑

k=1

u(ξk)(E(tk) − E(tk−1)︸            ︷︷            ︸
=E(]tk−1,tk])

) ∈ L(H)

Man kann zeigen: Es gibt einen beschränkten OperatorTu mit limδZ→0 S(u,Z) = Tu in der
Operatornorm, d. h.∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 derart, daß‖S(u,Z) − Tu‖ < ε ∀ ZerlegungenZ mit
δZ < δ(ε) und bei beliebiger Wahl der Teilpunkteξk ∈ [tk−1, tk] (Beweis analog zu skalarem Fall
mit Satz von C). Wir schreiben dann

Tu =

∫ M

b
u(λ) dE(λ).

Da E(λ) = 0 ∀λ < b ist Tu unabḧangig vonb. Man schreibt auch

Tu =

∫ M

m−0
u(λ) dE(λ).

Insbesondere gibt es

Tu0 =

∫ M

m−0
λdE(λ) für u0(λ) ≡ λ.
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Kapitel IV. Das Spektraltheorem für beschränkte selbstadjungierte Operatoren

Fall 2: u(λ) sei beschr̈ankte, reellwertige Borelfunktion aufI .

Lemma IV. 1. 3 (stetige Sesquilinearformen). (i) Für T ∈ L(H) sei

BT(x, y) B 〈T x| y〉 ∀x, y ∈ H.

BT ist dann eine Sesquilinearform2 auf H × H mit |BT(x, y)| ≤ ‖T‖ ‖x‖ ‖y‖ ∀x, y ∈ H.

(ii) SeiB Sesquilinearform aufH × H. Es gebec > 0 mit

|B(x, y)| ≤ c‖x‖ ‖y‖ ∀x, y ∈ H (1.1)

Dann∃! T ∈ L(H) mit B = BT , d. h.

B(x, y) = 〈T x| y〉 ∀x, y ∈ H.

(iii) B sei Sesquilinearform undc > 0. Wenn|B(x, x)| ≤ c‖x‖2 ∀x ∈ H, dann

|B(x, y)| ≤ 4c‖x‖ ‖y‖ ∀x, y ∈ H

Beweis: (i) folgt aus C-S.

(ii) Seix ∈ H fest. DefiniereFx(z) B B(x, z). Fx ist linear aufH.

|Fx(z)| =
∣∣∣B(x, z)

∣∣∣ ≤ c‖x‖ ‖z‖ ∀z ∈ H nach (1.1)

Also ist Fx stetig, nach demSatz I. 4. 11∃x′ ∈ H mit Fx(z) = 〈z| x′〉 = B(x, z)

B(x, z) =
〈
x′ | z

〉
∀x ∈ H (1.2)

Die Zuordnungx 7→ x′ ist lineare Abbildung vonH in H. Wir definierenT(x) B x′.
Dann:B(x, z) = 〈T x| x〉 ∀x, y ∈ H nach (1.2).

|B(x,T x)| = |〈T x|T x〉| = ‖T x‖2 ≤ c‖x‖ ‖T x‖ nach (1.1)

‖T x‖ ≤ c‖x‖ ∀x ∈ H, alsoT ∈ L(H).

(iii)

4B(x, y) = B(x+ y, x+ y) − B(x− y, x− y) + iB(x+ iy, x+ iy) − iB(x− iy, x− iy)

4 |B(x, y)| ≤ c(|x+ y|2 + |x− y|2 + |x+ iy|2 + |x− iy|2)

Seien‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1

≤ c · 4 · 22

|B(x, y)| ≤ 4c

⇒ |B(x, y)| ≤ 4c‖x‖ ‖y‖ ∀x, y ∈ H �

2Eine Sesquilinearform ist eine AbbildungB: H × H → C mit

B(λx1 + x2, y) = λB(x1, y) + B(x2, y)

B(x, λy1 + y2) = λB(x, y1) + B(x, y2)
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1. Spektralscharen

Seiu(λ) wie oben. Wir definieren

B(x, y) B
∫ M

b
u(λ) d 〈E(λ)x | y〉︸                      ︷︷                      ︸

R-S-Integral

B
1
4

(∫ M

b
u(λ) d 〈E(λ)(x+ y | , x+ y〉 −

∫ M

b
u(λ) d 〈E(λ)(x− y) | x− y〉

+i
∫ M

b
u(λ) d 〈E(λ)(x+ iy) | x+ iy〉 − i

∫ M

b
u(λ) d 〈E(λ)(x− iy) | x− iy〉

)
λ 7→ 〈E(λ)z| z〉 ist monoton wachsende Funktion.B ist dann eine Sesquilinearform aufH × H.

|B(x, x)| =

∣∣∣∣∣∣
∫ M

b
u(λ) d 〈E(λ)x | x〉

∣∣∣∣∣∣
sei |u(λ)| ≤ K ∀λ ∈ [b,M[

≤ K
∫ M

b
d 〈E(λ)x | x〉

= K(〈E(M)x | x〉︸       ︷︷       ︸
id

− 〈E(b)x | x〉︸      ︷︷      ︸
0

)

= K ‖x‖2 ∀x ∈ H

Nach Lemma IV. 1. 3(ii) und (iii) existiert eindeutig bestimmter OperatorTu ∈ L(H) mit
B(x, y) = 〈Tux | y〉 ∀x, y ∈ H. Nach der Definition vonB gilt

〈Tux | y〉 =
∫ M

b
u(λ) d 〈E(λ)x | y〉 . (1.3)

Wir schreiben ∫ M

b
u(λ) dE(λ) ≡

∫ M

m−0
u(λ) dE(λ) B Tu.

Dann gilt nach Definition:〈(∫ M

m−0
u(λ) dE(λ)

)
x | y

〉
≡ 〈Tux | y〉

=

∫ M

m−0
u(λ) d 〈E(λ)x | y〉 ∀x, y ∈ H nach (1.3)

Man sagt: Das Integral
∫ M

m−0
u(λ) dE(λ) existiert im schwachen Sinne.

Es gilt nun f̈ur reellwertigeu(λ):〈(∫ M

m−0
u(λ) dE(λ)

)
x | x

〉
=

∫ M

m−0
u(λ) d 〈E(λ)x | x〉 ∈ R ∀x ∈ H,

also ist
∫ M

m−0
u(λ) dE(λ) selbstadjungiert und beschränkt. Insbesondere gilt:

∫ M

m−0
λdE(λ) ist be-

schr̈ankter und selbstadjungierter Operator.
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Kapitel IV. Das Spektraltheorem für beschränkte selbstadjungierte Operatoren

2. Funktionalkalk ül beschr änkter selbstadjungierter Operatoren

Im folgenden seiT ein beschr̈ankter selbstadjungierter Operator aufH.

a. Zwei Lemmata

Lemma IV. 2. 1 (Spektralabbildungssatz für Polynome). Für p(x) =
∑k

n=0αnxn sei p(T) B∑k
n=0αnTn, wobeiT0 B id. Dann gilt

σ(p(T)) = p(σ(T)) B { p(λ) | λ ∈ σ(T) } ∀ Polynomep.

Beweis:
”
⊇“: Sei λ ∈ σ(T), da das Polynomp(x) − p(λ) für x = λ Null ist, existiert Polynom

q(x) mit p(x) − p(λ) = (x− λ)q(x). Damit

p(T) − p(λ) id = (T − λ id)q(T) = q(T)(T − λ id). (2.1)

Wärep(λ) ∈ ρ(p(T)), dann folgt aus (2.1):

(p(T) − p(λ) id)−1q(T)(T − λ id) = id d. h. A(T − λ id) = id (2.2)

(T − λ id)q(T)(p(T) − p(λ) id)−1 = id d. h. (T − λ id)B = id (2.3)

A(T − λ id)B = B = A nach (2.2) bzw. (2.3). Daraus folgt

∃A ∈ L(H) : A(T − λ id)−1 = (T − λ id)−1A = id

alsoλ ∈ ρ(T) Widerspruch, damitp(λ) ∈ σ(p(T)).

”
⊆“: O. B. d. A. sei degp > 0. Seiλ ∈ σ(p(T)). Wir schreiben

p(x) − λ = an(x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λ1)

⇒ p(T) − λ id = an(T − λ1 id)(T − λ2 id) · · · (T − λn id)

Angenommen,λi ∈ ρ(T) ∀i ∈ {1, . . . ,n}. Dann sinde alleT − λi id invertierbar, alsop(T) − λ id
invertierbar, damitλ ∈ ρ(p(T)) im Widerspruch zuλ ∈ σ(p(T)). Also gibt es eini mit λi ∈ σ(T).
Damit p(λi) ∈ p(σ(T)) ⇒ p(λi) − λ = an(λi − λ1) · · · (λi − λn) = 0. Also gilt λ = p(λi) ∈
p(σ(T)). �

Lemma IV. 2. 2 (Erweiterungssatz vonT). Sei M eine abgeschlossene Teilmenge eines
metrischen RaumesE. Seiena,b ∈ R, a < b. Sei f : M → [a,b] eine stetige Abbildung. Dann
existiert eine stetige Funktioñf : E→ [a,b] mit f̃ |M = f .

Beweis: Siehe [3, 6].
Idee: Man gebẽf direkt an und zeige Stetigkeit. �

Korollar IV. 2. 3. Sei M abgeschlossene Teilmenge von[a,b], a,b ∈ R, a < b. Dann liegen die
PolynomeC[x] dicht im Banachraum (C(M), ‖ f ‖) mit ‖ f ‖ = supt∈M | f (t)|.

Beweis: Sei f ∈ C(M). NachLemma IV. 2. 2gibt es eine stetige Fortsetzungf̃ ∈ C([a,b]) von
f . Nach Satz von Wß gilt ∀ε > 0 ∃pε ∈ C[x] mit∣∣∣ f̃ (x) − pε(x)

∣∣∣ < ε ∀ ∈ [a,b] .

Also ‖ f − pε‖ < ε in (C(M), ‖·‖). �
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b. Stetiger Funktionalkalk ül f ür beschr änkte selbstadjungierte Operatoren

SeienH Hilbertraum,T = T∗ ∈ L(H). C[T] sei die∗-Algebra (Definition III. 1. 3) aller Polyno-
me p(T).

Satz IV. 2. 4. Die Abbildung

Φ0 : C[x] → C[T]

p(x) 7→ p(T)

ist ein Homomorphismus von∗-Algebren.

Beweis: Nachrechnen (Verträglichkeit der Operationen+, ·, ∗) �

Lemma IV. 2. 5. Es existiert genau ein∗-Homomorphismus derC∗-Algebra (Definition III. 1. 5)
C(σ(T)) in dieC∗-AlgebraL(H) mit Φ(1) = id, Φ(x) = T.

Beweis: (i) Existenz:SeiΦ0 wie in Satz IV. 2. 4, seip ∈ C[x]. Dann gilt:

‖Φ0(p)‖2 =
∥∥∥Φ0(p)∗Φ0(p)

∥∥∥ = ‖Φ0(pp)‖ Φ0 ist Homomorphismus

= sup{ |λ| | λ ∈ σ(Φ0(pp)) } nachSatz III. 4. 11

= sup
{
|λ|

∣∣∣ λ ∈ σ(p(T)p(T))
}

= sup{ |λ| | λ ∈ pp(σ(T)) } nachLemma IV. 2. 1

= sup
{ ∣∣∣p(µ)p(µ)

∣∣∣ ∣∣∣ µ ∈ σ(T)
}

= sup
{
|p(µ)|2

∣∣∣ µ ∈ σ(T)
}

= sup{ |p(µ)| | µ ∈ σ(T) }2 = ‖p‖2C(σ(T))

Also: ‖Φ0(p)‖ = ‖p(T)‖L(H) = ‖p‖C(σ(T)). Also ist Φ0 stetig. Daher gibt es eine Fort-
setzungΦ vonΦ0 aufC(σ(T)) nachKorollar IV. 2. 3. Φ ist ∗-Homomorphismus und es
gilt

‖Φ( f )‖ = ‖ f ‖ ∀ f ∈ C(σ(T)).

(ii) Eindeutigkeit:SeienΦ, Φ̃ zwei ∗-Homomorphismen mitΦ(1) = Φ̃(1) = id undΦ(x) =
Φ̃(x) = T. Dann giltΦ(p) = Φ̃(p) = p(T) ∀p ∈ C[x]. Φ undΦ̃ sind stetig.C[x] ist dicht
in C(σ(T)) nachKorollar IV. 2. 3. Dann folgt aberΦ( f ) = Φ̃( f ) ∀ f ∈ C(σ(T)). �

Lemma IV. 2. 6. SeiA ∈ L(H) normal,µ ∈ σ(A). Genau dann existiert eine Folge (xn)n∈N mit
xn ∈ H, ‖xn‖ = 1 derart, daß limn→∞(A− µ id)xn = 0.

Beweis: Dies folgt aus:A normal ⇐⇒ (µ ∈ ρ(A) ⇐⇒ ∃c > 0 : ‖(A− µ id)x‖ ≥ c‖x‖ ∀x ∈
H). Das beweist man mit Methoden vom Satz vom abgeschlossenen Graphen. �

Satz IV. 2. 7. (i) ‖ f (T)‖ = ‖ f ‖C(σ(T)) ∀ f ∈ C(σ(T)) mit f (T) B Φ( f ).

(ii) Wenn f (t) ≥ 0 ∀t ∈ σ(T), f ∈ C(σ(T)), dann istf (T) ≥ 0 inL(H).

(iii) Jeder Operatorf (T) mit f ∈ C(σ(T)) ist normal.
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(iv) σ( f (T)) = f (σ(T)) = { f (λ) | λ ∈ σ(T) } (Spektralabbildungssatz für stetige Funktio-
nen)

Beweis: (i) Wurde inLemma IV. 2. 5gezeigt.

(ii) Sei f (t) ≥ 0∀t ∈ σ(T). Dann gibt esg ∈ C(σ(T)) mit g(t) ∈ R ∀t, g(t) ≥ 0, g(t)2 = f (t) ∀t.
Dann gilt

〈 f (T)x | x〉 =
〈
g(T)2x | x

〉
= 〈g(T)x | g(T)x〉 ≥ 0∀x ∈ H

(iii) f (T)∗ f (T) = Φ( f )∗Φ( f ) = Φ( f ∗ · f ) = Φ( f · f ∗) = Φ( f )Φ( f )∗ = f (T) f (T)∗.

(iv) Sei µ ∈ σ( f (T)). Angenommen,µ < f (σ(T)). Seig(t) = ( f (t) − µ)−1, t ∈ σ(T). g ist
stetige Funktion aufσ(T), σ(T) ist kompakt, d. h. abgeschlossen und beschränkt. Es gilt

g(t)( f (t) − µ) = 1 = ( f (t) − µ) f (t) ∀t ∈ σ(T).

Φ ist Homomorphismus, alsog(T)( f (T) − µ id) = id = ( f (T) − µ id)g(T), wobeig(T) ∈
L(H), damit giltg(T) = Rµ( f (T))⇒ µ ∈ ρ( f (T)) im Widerspruch zuµ ∈ σ(T).

Zu
”
⊇“: Sei λ ∈ f (σ(T)), alsoλ = f (µ), µ ∈ σ(T). Zu zeigen:λ ∈ σ( f (T)). C[x] ist dicht

in C(σ(T)) nachKorollar IV. 2. 3. Also gibt es eine Folge (pn)n∈N, pn ∈ C[x] mit

pn⇒ f auf C(σ(T)). (2.4)

Da ‖pn(T) − f (T)‖︸             ︷︷             ︸
Φ(pn− f )

= ‖pn − f ‖ nach(i), folgt

pn(T)⇒ f (T) in Operatornorm. (2.5)

Es giltµ ∈ σ(T), alsopn(µ) ∈ σ(p(T)) nachLemma IV. 2. 1. NachLemma IV. 2. 6gibt es
eine Folge (xm)m∈N mit

(pn(T) − pn(µ) id)xm→ 0. (2.6)

Es folgt:

‖( f (T) − λ id)xm‖ = ‖( f (T) − pn(T))xm‖ + ‖(pn(T) − pn(µ) id)xm‖ + ‖pn(µ) id− f (µ) id‖

≤ ‖ f (T) − pn(T)‖︸             ︷︷             ︸
→0 (2.5)

+ ‖(pn(T) − pn(µ))xm‖︸                    ︷︷                    ︸
→0 (2.6)

+ ‖pn(µ) − f (µ)‖︸            ︷︷            ︸
→0 (2.4)

→ 0 �

Also ‖ f (T) − λ id)xm‖ → 0 für m → ∞. Nach der Umkehrung des Lemmas folgtλ ∈

σ( f (T)).

c. Das Spektraltheorem

Satz IV. 2. 8(Spektraltheorem). SeiH ein Hilbertraum,T ∈ L(H) selbstadjungiert. Es seienm
untere undM obere Schranken vonT.
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(i) Dann existiert eine Spektralschar{E(λ)}λ∈R mit

E(a) = 0 ∀a < m undE(b) = id ∀b ≥ M (2.7)

u(T) =
∫ M

m−0
u(λ) dE(λ) ∀u ∈ C(σ(T)) (2.8)

Insbesondere gilt: T =
∫ M

m−0
λdE(λ) (2.9)

(ii) {E(λ)}λ∈R ist durch (2.7) und (2.9) eindeutig bestimmt.

Beweis: (i) 1. Schritt: Konstruktion der Spektralschar

Seienλ ∈ R und

gλ,n(t) B


1 für t ≤ λ

1− n(t − λ) für λ < t < λ + 1
n

0 für t ≥ λ + 1
n

∀n ∈ N

Dann giltgλ,n ∈ C(R) und weiter

1 ≥ gλ,n(t) ≥ gλ,n+1(t) ≥ 0 ∀t ∈ R

⇒ id ≥ gλ,n(T) ≥ gλ,n+1(T) ≥ 0 ∀T ∈ L(H) (Eigenschaften des Funktionalkalküls)

gλ,n = gλ,n ⇒ gλ,n(T) = gλ,n(T)∗

{gλ,n(T)}n∈N ist monoton fallende, beschränkte Folge selbstadjungierter Operatoren. Die-
se Folge konvergiert in der starken Konvergenz gegen einen selbstadjungierten Operator
E(λ), d. h.

E(λ)x = lim
n→∞

gλ,n(T)x.

Aus

gλ,2n(t) ≤ gλ,n(t)2 ≤ gλ,n(t) ∀t ∈ R folgt

gλ,2n(T) ≤ gλ,n(T)2 ≤ gλ,n(T), mit Limes in starker Konvergenz:

Ē(λ) ≤ E(λ)2 ≤ E(λ) ⇒ E(λ) = E(λ)2

(Benutzeg2
λ,n(T) = gλ,n(T)gλ,n(T) = gλ,n(T)2.) Da E(λ) = E(λ)∗ und E(λ) = E(λ)2 ist

E(λ) Projektionsoperator. F̈ur λ < m ist gλ,n(t) = 0 ∀t ∈ σ(T) und großesn. Damit ist
gλ,n(T) = 0 undE(λ) = 0. Analog giltE(λ) = id für λ ≥ M. Für λ < µ gilt gµ,n − gλ,k ≥ 0
falls 1

k < µ − λ, also

E(λ) − E(λ) ≥ 0 ⇒ E(µ) ≥ E(λ).

D. h., wir haben die Monotonie von{E(λ)}λ∈R gezeigt.
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Zur Rechtsstetigkeit: Seiε > 0. Dann gilt:∥∥∥(E(λ + ε) − E(λ))︸                ︷︷                ︸
Projektion, da
E(λ+ε)≥E(λ)

x
∥∥∥2
= 〈(E(λ + ε) − E(λ))x | (E(λ + ε) − E(λ))x〉

=
〈
(E(λ + ε) − E(λ))2x | x

〉
= 〈(E(λ + ε) − E(λ))x | x〉

≤
〈
(gλ+ε,n(T) − E(λ))x | x

〉
denn 〈E(λ + ε)x | x〉 ≤

〈
gλ+ε,n(T)x | x

〉
=

〈
(gλ+ε,n(T) − gλ,n(T))x | x

〉
+

〈
(gλ,n(T) − E(λ))x | x

〉
≤ sup

t∈σ(T)

∣∣∣gλ+ε,n(T) − gλ,n(T)
∣∣∣︸                           ︷︷                           ︸

=nε, falls nε≤1

‖x‖2 +
〈
(gλ,n(T) − E(λ))x | x

〉︸                      ︷︷                      ︸
<δ für n≥nδ

Wir fixieren einn ≥ nδ und ẅahlen f̈ur diesesn einε0 > 0 mit nε0 ‖x‖2 < δ. Dann gilt

‖E(λ + ε) − E(λ))x‖2 ≤ nε ‖x‖2 + δ ≤ 2δ ∀0 < ε < ε0,

d. h.
lim
ε→+0

E(λ + ε)x = E(λ)x.

2. Schritt:

SeiZ eine Zerlegung:t0 < m ≤ t1 < . . . < tn = M. O. B. d. A. seiu reellwertig. Nach
Lemma IV. 2. 2kann man o. B. d. A. annehmen, daßu ∈ C(R). Seien

mi B inf
t∈[ti−1,ti+1]

u(t), Mi B sup
t∈[ti−1,ti+1]

u(t).

Sei weiterδ(u) B supi=1,...,n−1(Mi −mi). Es gilt:

mi (gti ,k − gti−1,k)︸          ︷︷          ︸
≥0

≤ u(t)(gti ,k − gti−1,k) ≤ Mi(gti ,k − gti−1,k)

für hinreichend großek (O. B. d. A.ti + 1
k < ti+1). Dann gilt auch

mi(gti ,k(T) − gti−1,k(T)) ≤ u(T)(gti ,k(T) − gti−1,k(T)) ≤ Mi(gti ,k(T) − gti−1,k(T))

Wir bilden den Grenzwert für k→ ∞ in starker Konvergenz:

mi(E(ti) − E(ti−1)) ≤ u(T)(E(ti) − E(ti−1)) ≤ Mi(E(ti) − E(ti−1))

u(T) − S(u,Z) = u(T) −
n∑

i=1

u(ξi)(E(ti) − E(ti−1))

=

n∑
i=1

(u(T) − u(ξi)) (E(ti) − E(ti−1))︸              ︷︷              ︸
C∆Ei

wegen
∑n

i=1 E(ti)− E(ti−1) = E(tn)− E(t0) = id−0 = id. Weil mi∆Ei ≤ u(T)∆Ei ≤ Mi∆Ei

folgt

u(T) − S(u,Z) ≤
n∑

i=1

(Mi −mi)∆Ei ≤ δ(U) id .

78
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Analog folgert man−(u(T) − S(u,Z)) ≤ δ(u) id. QB u(T) − S(u,Z) ist selbstadjungiert,
also folgt

‖u(T) − S(u,Z)‖ ≤ δ(u),

denn‖u(T) − S(u,Z)‖ ≤ max(
∣∣∣mQ

∣∣∣ , ∣∣∣MQ

∣∣∣). Da u gleichm̈aßig stetig ist auf[a,b] (Satz
on C), gibt es∀ε > 0 ein δε > 0 mit |u(x) − u(x′)| < ε falls |x− x′| < δε. Wenn
|ti+1 − ti−1| < δε ∀i, dannδ(u) < ε und damit

‖u(T) − S(u,Z)‖ < ε.

(ii) Sei{E(λ)}λ∈R Spektralschar, f̈ur die (2.7) und (2.9) gelten. Dann ist mitT =
∫ M

m−0
λdE(λ)

S(Z) B
n∑

i=1

ξi (E(ti) − E(ti−1))︸              ︷︷              ︸
C∆Ei Proj.

lim
δZ→0

S(Z)x = T x

S(Z)m =

 n∑
i=1

ξi ∆Ei

m

=

n∑
i=1

ξm
i ∆Ei ,

denn∆Ei∆E j =

0 i , j

∆Ei i = j
. Also

lim
δZ→0

S(Z)mx = Tmx, d. h.Tm =

∫ M

m−0
λm dE(λ)

lim
dZ→0

S(Z)mx =
∫ M

m−0
λm dE(λ)

⇒ p(T) =
∫ M

m−0
p(λ) dE(λ) ∀p ∈ C[x]

〈p(T)x | y〉 =
∫ M

m−0
p(λ) d 〈E(λ)x | y〉 ∀x, y ∈ H.

Durch Grenz̈ubergang folgt

〈u(T)x | y〉 =
∫ M

m−0
u(λ) d 〈E(λ)x | y〉 ∀u ∈ C(R)

Wären{E(λ)} und {Ẽ(λ)} zwei Spektralscharen mit (2.7) und (2.9). Nach dem eben ge-
zeigten Schluß gilt:

〈u(T)x | y〉 =
∫ M

m−0
u(λ) d 〈E(λ)x | y〉︸      ︷︷      ︸

Maß

=

∫ M

m−0
u(λ) d

〈
Ẽ(λ)x | y

〉︸      ︷︷      ︸
Maß

∀u ∈ C(R)

Setzex = y, dann folgt〈E(·)x | x〉 =
〈
Ẽ(·)x | x

〉
als Maße. DaE und Ẽ rechtsstetig sind

undE(−∞) = Ẽ(−∞) = 0 folgt

〈E(λ)x | x〉 =
〈
Ẽ(λ)x | x

〉
∀x ∈ H

Mit der Polarisierungsgleichung folgt〈E(λ)x | y〉 =
〈
Ẽ(λ)x | y

〉
∀x, y ∈ H, damit also

E(λ) = Ẽ(λ) ∀λ ∈ R. �
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d. Spektrum und Spektralschar

Satz IV. 2. 9. SeiL(H) 3 T = T∗ mit Spektralschar{E(λ)}λ∈R. Seiλ0 ∈ R.

(i) λ ∈ ρ(T) ⇐⇒ ∃ε = ελ0 > 0 mit E(λ) = E(λ0) ∀λ : |λ − λ0| < ε

(ii) λ0 ∈ σp(T) ⇐⇒ E(λ0 − 0) , E(λ0). Ist dies erf̈ullt, dann istE(λ0) − E(λ0 − 0) der
Projektionsoperator auf dem Raum{ x ∈ H | T(x) = λ0x }.

Beweis: (i) Seiλ0 ∈ ρ(T). Daρ(T) offen ist, existiertε > 0 mit |λ − λ0| < 2ε ⇒ λ ∈ ρ(T).
Sei 1

n < ε und |λ − λ0| < ε. Dann folgt

gλ,n(t) = gλ0,n(t) ∀t ∈ σ(T)

⇒ gλ,n(T) = gλ0,n(T) | lim
n→∞

⇒ E(λ) = E(λ0).

Sei jetztE(λ) = E(λ0) ∀λ ∈ R, |λ − λ0| ≤ ε. Wir wählena,b ∈ R mit a < λ0 − ε <

λ0 + ε < b, MT ≤ b, a < mT . Dann gilt

u(T) =
∫ M

m−0
u(λ) dE(λ) =

∫ λ0−ε

a
u(λ) dE(λ) +

∫ b

λ0+ε
u(λ) dE(λ).

Seig(t) B

 1
t−λ0

für |t − λ0| ≥ ε
t−λ0
ε2 für |t − λ0| < ε

. Dann istg(t) stetig aufR. Sei f (t) = (t − λ0)g(t). Für

|t − λ0| ≥ ε ist f (t) = 1.

f (T) =
∫ λ0−ε

a
1dE(λ) +

∫ b

λ0+ε
1dE(λ) =�����E(λ0 − ε) − E(a) + E(b) −�����E(λ0 + ε)

= E(b) − E(a) = id−0 = id

id = f (T) = (T − λ0 id)g(T) = g(T)(T − λ0 id)

denn f (t) = (t − λ0)g(t) = g(t)(t − λ0). Also λ0 ∈ ρ(T), dag(T) ∈ L(H).

(ii) DaE(λ) ≤ E(λ0) ∀λ ≤ λ0 ist E(λ0−0)E(λ0). Also istE(λ0)−E(λ0−0) Projektionsoperator.
SeienH0 B (E(λ0) − E(λ0 − 0))H undx ∈ H0. Für λ < λ0 ist

E(λ)x = E(λ)(E(λ0) − E(λ0 − 0))x = E(λ)x− E(λ)x = 0 daP1 ≤ P2 ⇒ P1P2 = P1.

Für λ > λ0 ist

E(λ)x = E(λ)(E(λ0) − E(λ0 − 0))x = (E(λ0) − E(λ0 − 0))x = x, dax ∈ H0.

Es gilt

〈T x| y〉 =
∫ M

m−0
λd 〈E(λ)x | y〉 = λ0 〈x | y〉 ∀y ∈ H

und damit〈(T − λ0 id)x | y〉 = 0 ∀y ∈ H, alsoT x= λ0x.

Umgekehrt seiT x= λ0x für einx ∈ H. Wir zeigen:x ∈ H0.

0 = ‖(T − λ0 id)x‖2 =
〈
(T − λ0 id)2x | x

〉
=

∫ M

m−0
(λ − λ0)2︸    ︷︷    ︸
>0∀λ,λ0

d 〈E(λ)x | x〉︸      ︷︷      ︸
µx(λ)
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Damit gilt suppµx ⊆ {λ0}. 〈E(λ)x | x〉 ist konstant auf]−∞, λ0[ und auf]λ0,∞[. Fürλ < λ0

gilt: 〈E(λ)x | x〉 = 0 = ‖E(λ)x‖2 ⇒ E(λ)x = 0.
Für λ > λ0 gilt: 〈E(λ)x | x〉 = 〈x | x〉,〈

(id−E(λ))︸      ︷︷      ︸
Proj.

x | x

〉
= 0 = ‖(id−E(λ))x‖2

⇒ (id−E(λ))x = 0

⇒ x = E(λ)x

Damit: ausx = E(λ)x = E(λ0)x ∀λ > λ0 undE(λ0 − 0)x = 0 folgt

(E(λ0) − E(λ0 − 0))x = x− 0 = x ⇒ x ∈ H0. �

Bemerkung IV. 2. 1. (i) u(T) =
∫ M

m−0
u(λ) dE(λ) =

∫
σ(T)

u(λ) dE(λ)

(ii) Rλ0(T) =
∫
σ(T)

1
λ−λ0

dE(λ) ∀λ0 ∈ ρ(T)

e. Existenz einer Quadratwurzel

Satz IV. 2. 10(Quadratwurzel). SeiL(H) 3 T = T∗ ≥ 0.

(i) Dann existiert einS ∈ L(H), S = S∗ ≥ 0 undS2 = T.

(ii) Wenn giltCT = TC für einC ∈ L(H), so folgtCS = SC. Es giltS T= TS.

(iii) S ist eindeutig.

Wir schreibenS = T
1
2 und nennenS dieQuadratwurzelvonT.

Beweis: (i) SeiT =
∫ M

m−0
λdE(λ) die Spektralzerlegung vonT. Da T ≥ 0 ist, gilt mT ≥ 0.

Daσ(T) ⊆ [mT ,MT ] folgt σ(T) ⊆ [0,MT ]. Somit gilt T =
∫ M

0−0
λdE(λ). u(λ) =

√
λ ist

stetige Funktion aufσ(T). SeiS = u(T) =
∫ M

0−0

√
T dE(λ), M = MT . Dann gilt

〈S x| x〉 =
∫ M

0−0

√
λ︸︷︷︸
≥0

d 〈E(λ)x | x〉︸        ︷︷        ︸
≥0

≥ 0,

alsoS ≥ 0. S2 = u(T)u(T) = u2(T) = T.

(ii) Sei TC = CT. Durch Induktion erḧalt manCTn = TnC, und damitCp(T) = p(T)C
für Polynome. Damit erḧalt manüber den Satz von Wß C f(T) = f (T)C für
f ∈ C(σ(T)). Insbesondere also mitf (λ) =

√
λ: CS = SC. Mit C = T folgt dann

S T= TS.

(iii) Sei S̃ ∈ L(H), S̃ = S̃∗ ≥ 0 mit S̃2 = T. Zeige:S = S̃. Es gilt S̃ T = S̃S̃2 = S̃2S̃ = TS̃.
Nach(ii) folgt: S̃ S= SS̃. Also

(S − S̃)S(S − S̃)︸               ︷︷               ︸
≥0

+ (S − S̃)S̃(S − S̃)︸               ︷︷               ︸
≥0

= (S − S̃)(S + S̃)(S − S̃)

= (S2 − S̃2)(S − S̃) = (T − T)(S − S̃)

= 0
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da〈AS Ax| x〉 = 〈S Ax|Ax〉. Also (S − S̃)S(S − S̃) = (S − S̃)S̃(S − S̃) und somit

0 = (S − S̃)S(S − S̃) − (S − S̃)S̃(S − S̃)

= (S − S̃)3

⇒ 0 = (S − S̃)4

0 =
∥∥∥(S − S̃)4

∥∥∥ = ∥∥∥(S − S̃)2
∥∥∥2
=

∥∥∥S − S̃
∥∥∥4

⇒ S − S̃ = 0

⇒ S = S̃ �

Korollar IV. 2. 11. SeienA, B ∈ L(H), A = A∗ ≥ 0, B = B∗ ≥ 0. WennAB = BA, dann ist
AB= (AB)∗ ≥ 0.

Beweis: Da AB= BA folgt AB
1
2 = B

1
2 A nachSatz IV. 2. 10.

〈ABx| x〉 =
〈
AB

1
2 B

1
2 x | x

〉
=

〈
B

1
2 AB

1
2 x | x

〉
=

〈
AB

1
2 x | B

1
2 x

〉
. �

f. Meßbarer Funktionalkalk ül

Wir habenu(T) für Funktionen wieu(λ) = χ]−∞,λ0] noch nicht definiert, dau nicht stetig ist.

Sei nunT = T∗ ∈ L(H) mit SpektralzerlegungT =
∫ M

m−0
λdE(λ). B(σ(T)) sei der Vektorraum

aller beschr̈ankten Borelfunktionen3 auf σ(T). Sei ‖ f ‖∞ die Norm vonL∞(σ(T)). Man kann
zeigen:

(i) (B(σ(T)), ‖·‖∞) ist ein Banachraum

(ii) Zu jedemf ∈ B(σ(T)) existiert eine Folge (fn) mit supn∈N ‖ fn‖∞ < ∞, fn ∈ C(σ(T)) und
limn→∞ fn(t) = f (t) ∀t ∈ σ(T).

Symbol: fn −→
b

f für fn, f ∈ B(σ(T)), wenn limn→∞ fn(t) = f (t) ∀t ∈ σ(T) und supn∈N ‖ fn‖∞ <

∞. Das Integral
∫ M

m−0
f (λ) dE(λ) sei wie fr̈uher definiert durch〈(∫ M

m−0
f (λ) dE(λ)

)
︸                 ︷︷                 ︸

C f (T)

x | y

〉
B

∫ M

m−0
f (λ) d 〈E(λ)x | y〉 ∀x, y ∈ H.

Wir haben damit eine ZuordnungB(σ(T)) 3 f 7→ f (T) ∈ L(H).

Satz IV. 2. 12. (i) Die Abbildung f 7→ f (T) ist ein stetiger∗-Homomorphismus von (B(σ(T)), ‖·‖)
in (L(H), ‖·‖).

(ii) Wenn fn, f ∈ B(σ(T)) und fn −→
b

f , dann gilt

lim
n→∞

fn(T)x = f (T)x.

3Def. z. B.: Menge der Funktionen mit{ t ∈ M | f (t) ≤ λ } ∈ B(M).
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Beweis: (ii) : O. B. d. A. sei f = 0. Dann gilt: limn→∞ fn(t) = 0 ∀t ∈ σ(T). | fn(t)| ≤ L für
t ∈ σ(T),n ∈ N 〈E(·)x | x〉-fasẗuberall. O. B. d. A. gelte dies für alle t ∈ σ(T). L ist integrierbar,
denn ∫

σ(T)
L d 〈E(λ)x | x〉 ≤ L

∫ ∞

−∞

1d 〈E(λ)x | x〉 = L(〈id x | x〉 − 〈0x | x〉) = L ‖x‖2 .

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes von L erfüllt.

lim
n→∞

∫
σ(T)
| fn(λ)|2︸  ︷︷  ︸
→0

d 〈E(λ)x | x〉

︸                           ︷︷                           ︸
‖ fn(T)x‖2

=

∫
σ(T)

lim
n→∞
| fn(λ)|2︸        ︷︷        ︸
=0

d 〈E(λ)x | x〉 (S. v. L)

=

∫
σ(T)

0d 〈E(λ)x | x〉︸                   ︷︷                   ︸∥∥∥ f (T)x︸︷︷︸
=0

∥∥∥
= 0

(i): Wir zeigen etwa (fg)(T) = f (T)g(T) für f , g ∈ B(σ(T)). Nach dem stetigen Funktional-
kalkül gilt dies für stetige Funktionen. Seienf , g ∈ B(σ(T)). Dann existieren Folgen (fn), (gn)
mit fn, gn ∈ C(σ(T)) mit fn −→

b
f , gn −→

b
g, und damitfngn −→

b
fg. SeiΦ( f ) = f (T). Es gilt

〈Φ( fngn)x | y〉 = 〈Φ( fn)Φ(gn)x | y〉 =
〈
Φ(gn)x |Φ( fn)y

〉
∀x, y ∈ H | lim

n→∞

〈Φ( fg)x | y〉 =
〈
Φ(g)x |Φ( f )y

〉
=

〈
Φ( f )∗︸︷︷︸
=Φ( f )

Φ(g)x | y

〉
∀x, y ∈ H

Damit alsoΦ( fg) = Φ( f )Φ(g). Der Rest des Beweises findet sich an anderer Stelle genauer.�

Sei nunf = χ]−∞,λ0] . Dann haben wir:

〈 f (T)x | y〉 =
∫ ∞

−∞

χ]−∞,λ0](λ) d 〈E(λ)x | y〉 =
∫ λ0

−∞

1d 〈E(λ)x | y〉

= 〈E(λ0)x | y〉 − 〈0x | y〉 = 〈E(λ0)x | y〉

Also
f (T) = χ]−∞,λ0](T) = E(λ0).

Für eine BorelmengeM definieren wir:E(M) B χM(T). Daχ2
M(λ) = χM(λ) undχM(λ) ∈ R gilt

E(M)2 = E(M) undE(M)∗ = E(M). Daraus folgt:

(i) E(M) ist ein Projektionsoperator.

(ii) SeienMn,M Borelmengen,M =
⋃

n∈N Mn, Mn ∩ Mk = ∅ ∀n , k. Dann gilt

E(M)x =
∑
n∈N

E(Mn)x ∀x ∈ H.

(Dies rechnet man̈uber die Definitionen nach.)
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(iii) Wir setzenE(∅) = 0. Es istE(R) = id.

Eine AbbildungM 7→ E(M) der BorelalgebraB(R) in L(H) mit diesen Eigenschaften heißt
Spektralmaß.D. h., mit Hilfe der Spektralzerlegung erhalten wir das Spektralmaß.

Satz IV. 2. 13. SeiT = T∗ ∈ L(H) mit SpektralzerlegungT =
∫ M

m−0
λdE(λ). {E(λ), λ ∈ R} sei

Spektralschar vonT. Für A ∈ L(H) sindäquivalent:

(i) AT = T A

(ii) A f(T) = f (T)A ∀ f ∈ B(σ(T))

(iii) AE(λ) = E(λ)A ∀λ ∈ R

Beweis: (i)⇒(ii) Sei AT = T A. Dann: AT2 = (T A)T = T2A. Per Induktion:TnA = ATn.
Somit:p(T)A = Ap(T) für Polynomep. Mit gleichmäßigem Limes:f (T)A = A f(T) ∀ f ∈
C(σ(T)). durch Limes−→

b
folgt Behauptung f̈ur f ∈ B(σ(T)).

(ii)⇒(iii) Setzefλ0(λ) = χ]−∞,λ0](λ): AE(λ0) = E(λ0)A.

(iii)⇒(i)

〈T Ax| y〉 =
∫
σ(T)

λd 〈E(λ)Ax| y〉 =
∫
σ(T)

λd 〈AE(λ)x | y〉

=

∫
σ(T)

λd
〈
E(λ)x |A∗y

〉
=

〈
T x|A∗y

〉
= 〈AT x| y〉 ∀x, y ∈ H

⇒ T A= AT. �

Bemerkung IV. 2. 2.Für welche OperatorenT ∈ L(H) gilt ein Spektraltheorem? D. h., wann ist
T =

∫
C

z dE(z) mit einem Spektralmaß? — WennTT∗ = T∗T, d. h.T normal ist.

g. Polarzerlegung beschr änkter Operatoren

Für komplexe Zahlen gilt:C 3 z , 0, z = |z|eiϕ = eiϕ |z|, wobei |z| ≥ 0 und
∣∣∣eiϕp

∣∣∣ = 1, ϕ ∈
[0,2π[. |z| undϕ sind durchz eindeutig bestimmt. Dann:|z| ≥ 0 ist positiver selbstadjungierter
Operator,eiϕ ist uniẗarer Operator,z ist beliebiger Operator mit kerz = 0. Wir suchen nach
einem Analogon im Hilbertraum:T = U |T |.

Definition IV. 2. 14 (partielle Isometrie). SeiH ein Hilbertraum,H1 undK1 seien Unterr̈aume.
Dann giltK1⊕K⊥1 = H = H1⊕H⊥1 nach 1. Satz von R (Satz I. 4. 7). SeiU ein Operator von
H in H mit

(i) U bildet H1 isometrisch aufK1 ab

(ii) Uy = 0 ∀y ∈ H⊥1 .

Dann istU ∈ L(H) und heißtpartielle Isometrie. H1 heißtAnfangsbereichundK1 Endbereich.
U∗U = PH1 undUU∗ = PK1. ♥
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SeiT ∈ L(H). T∗T ist selbstadjungiert (denn (T∗T)∗ = T∗T∗∗ = T∗T) und positiv (〈T∗T x| x〉 =
〈T x|T x〉 ≥ 0). Daher gibt es die Quadratwurzel (T∗T)

1
2 .

Definition IV. 2. 15 (Betrag). |T | B (T∗T)
1
2 heißtBetragdes OperatorsT. ♥

Satz IV. 2. 16(über die Polarzerlegung). Es seiT ∈ L(H).

(i) Es gibt eine partielle IsometrieUT mit Anfangbereich|T | (H) und EndbereichT(H) und
T = UT |T |. Es ist kerUT = kerT = ker|T |.

(ii) WennV eine partielle Isometrie ist mit kerV = kerT undS ein positiver selbstadjungier-
ter Operator mitT = VS, dann istV = UT undS = |T |.

Beweis: (i)

‖|T | x‖2 = 〈|T | x | |T | x〉 =
〈
|T |2 x | x

〉
=

〈
T∗T x| x

〉
= 〈T x|T x〉

= ‖T x‖2

d. h. ‖|T | x‖ = ‖T x‖. Wir definierenUT(|T | x) = T x, dann gilt‖UTy‖ = ‖y‖ y ∈ |T | (H).

Wir erweiternUT stetig auf|T | (H) und setzenUTz= 0 ∀z ∈
(
|T | (H)

)⊥
. Dann istUT eine

partielle Isometrie undUT |T | x = T x∀x ∈ H. kerT = ker|T |, weil ‖|T | x‖ = ‖T x‖.

kerUT =
(
|T | (H)

)⊥
= ker|T | = kerT.

(ii) SeiT = VS. Dann
T∗T = S∗V∗VS = S V∗V︸︷︷︸

=id auf
S(H)

S.

⇒ T∗T = S2, S∗ = S, S ≥ 0, nach Eindeutigkeit der Wurzel istS = (T∗T)
1
2 = |T |. Also

UT = V. �

Bemerkung IV. 2. 3. (i) |T + S| ist im allgemeinen nicht kleiner als|T | + |S|.

(ii) Aus |T | ≤ |S| folgt i. a. nicht |T |2 ≤ |S|2. Allerdings folgt aus|T |2 ≤ |S|2 stets:|T |α ≤
|S|α ∀α ∈ ]0,2[. (K-H-Ungleichung).

Beispiel IV. 2. 4.

A =

(
2 0
0 0

)
, B =

(
−1 1

1 −1

)
Dann:|A+ B| � |A| + |B|. X

WennA = A∗, B = B∗, AB= BA, dann folgt aus|A| ≤ |B| stets:|A|n ≤ |B|n ∀n ∈ N.

— finis —
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