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1 Vorbereitungen

1.1 Kategorien und Funktoren

Definition 1.1.1 (Hausdorft-Raum). Ein topologischer Raum X heifit Hausdorff-Raum, wenn es
fiir je zwei Punkte x,y € X mit x # y offene Mengen U,V C X gibtmitx e U,y € V, UNV = Q.

Definition 1.1.2 (Stetige Abbildung). Eine stetige Abbildung ist eine Abbildung

f:X->Y mit [ U)eTX)VYUeT®X).

Definition 1.1.3 (Kategorie). Eine Kategorie C besteht aus
(i) einer Klasse von Objekten |C| = ob(C)

(ii) einer Menge
Hom(X, Y) = Hom¢(X, Y) = C(X, Y)

von Morphismen fiir je zwei X, Y € |C|
(iii) einer Abbildung

Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) - Hom(X, Z)
(fig) > gof

fiir je drei Objekte X, Y, Z € |C|, welche Morphismenkomposition heift.
Dabei gelte:
(i) Die Morphismenkomposition ist assoziativ:
folgeh)=(fog)oh
fiir je drei Morphismen f, g, h, fiir welche eine der beiden Seiten definiert ist.

(ii) Existenz der identischen Morphismen: Fiir jedes Objekt X € |C| gibt es einen Morphismus
idxy € Hom(X, X) mit
idyof =f VY e|C| VfeHom(Y,X)

und
foidy=f VYYe€|C| VfeHom(X,Y)

(iii) Je zwei Hom-Mengen sind disjunkt:

Hom(X,Y) NHom(X’,Y") =0 fiir (X,Y) # (X',Y")



1 Vorbereitungen

Beispiel 1.1.4. Die Abbildungen Q — R,x —» xund Q — C,x — x sind aus Sicht der
Kategorientheorie verschiedene Abbildungen.

Bemerkung 1.1.5 (Eindeutigkeit des identischen Morphismus). (i) Jede Hom-Menge
Hom(X, Y)
enthilt genau einen identischen Morphismus:

id =id' oid = id

(i) Bezeichnungsweise fiir die Morphismen f € Hom(X, Y):

X*f>Y

X heifit dann Quelle von f und Y Ziel von f.

(iii) Mor(C) bezeichnet die Klasse aller Morphismen von C.

Beispiel 1.1.6. (i) Die Kategorie Ens der Mengen hat als Objekte die Mengen, als Morphismen
die Abbildungen und als Morphismenkomposition die Zusammensetzung.

(i) Die Kategorie der abelschen Gruppen Ab hat als Objekte die Gruppen, als Morphismen
die Gruppenhomomorphismen und als Mophismenkomposition die Zusammensetzung von
Abbildungen.

(iii) Die Kategorie Top der topologischen Ridume hat als Objekte die topologischen Raume, als
Morphismen die stetige Abbildungen und als Komposition die Zusammensetzung.

(iv) Sei C eine quasi-geordnete Menge, d. h. C sei eine Menge mit einer reflexiven und transiti-
ven Relation ,,<*. Dann definiert C eine Kategorie, die auch mit C bezeichnet wird, mit:

99—

ICl=C
1-elementige Menge fallsX <Y

Hom(X,Y) = {
0 sonst

Ist umgekehrt C eine Kategorie, fiir welche |C| eine Menge ist und jede Hom-Menge aus
hochstens einem Element besteht, so ist auf diese Weise auf |C| die Struktur einer quasi-
geordneten Menge definiert.

(v) Sei G eine Gruppe. Dann definiert G eine Kategorie, die ebenfalls mit G bezeichnet wird,
mit

G| = {e}
Hom(e,e) = G

Die Morphismenkomposition ist die Gruppenmultiplikation.



1.1 Kategorien und Funktoren

(vi) Die simpliziale Kategorie A hat als Objekte die Mengen
[n] ={0,1,...,n} neNy:=NU{0}
|Al = {[n] | n € Ny

Die Morphismen von Hom([~], [m]) sind die schwach monoton steigenden Abbildungen
f:[n] = [m], d.h. f(i) < f()) fir i < j. Die Komposition ist die Zusammensetzung von
Abbildungen.

Definition 1.1.7 (Duale Kategorie). Sei C eine Kategorie. Die zu C duale Kategorie CP ist wie
folgt gegeben:

e = 1c)
Homcor (X, Y) = Home (Y, X)
focwg=gocf
Definition 1.1.8 (Produkt von Kategorien). Seien C und D zwei Kategorien. Die Produktkategorie
C X D ist wie folgt definiert:
|ICx D| =|C|x|D|
Homcxp((X, Y), (X, Y")) := Homc(X, X’) X Homp(Y, Y)
(figpo(f.g)=(fof.g9°9)
Definition 1.1.9 (Teilkategorie). Sei C eine Kategorie. Eine Kategorie D heifit Teilkategorie von
C, wenn gilt
(i) 1Dl < |C]
(ii) Homp(X,Y) € Home(X,Y) VX, YeD
(iii) Die Komposition von D ist gerade die Einschrinkung der Komposition von C.

(iv) Die identischen Morphismen von D sind auch identische Morphismen von C.
D heift volle Teilkategorie von C, wenn in (ii) stets das Gleichheitszeichen gilt.

Beispiel 1.1.10. ¢ Die endlich erzeugten abelsche Gruppen sind eine volle Teilkategorie der
abelsche Gruppen.

e A C Ens, nicht voll
e (metrische Rdume mit Isometrien)C(metrische Raume mit Kontraktionen)
Definition 1.1.11 (Spezielle Morphismen). C sei eine Kategorie,
feHome(X,Y), g¢ge€ Home(Y,X).

Es gelte f o g = idy.

Dann heifit f linksinvers zu g und g rechtsinvers zu f; g heif3t Schnitt von f und f heifst Retraktion
von g.

Ein Isomorphismus ist ein Morphismus f: X — Y mit einer Linksinversen l: Y — X und einer
Rechtsinversenr: Y — X (es gilt dann [ = r).

Ein Monomorphismus f: X — Y ist ein Morphismus mit der Eigenschaft, daf fiir je zwei Mor-
phismen u,v: Z — X mit fou= fouvgiltu=no.

Ein Epimorphismus f von C ist ein Monomorphismus von C°P.



1 Vorbereitungen

Aufgabe: man gebe einen Epimorphismus an, der nicht surjektiv ist!

Definition 1.1.12 (Funktor). Seien C und D Kategorien. Ein Funktor F: C — D (oder auch
kovarianter Funktor) besteht aus

(i) einer Abbildung
F: |C|— |D|

(ii) einer Abbildung
F: Mor(C) — Mor(D)
mit
(i) F(Homc(X,Y)) € Homp(F(X), F(Y))
(ii) F(fog)=F(f)oF(g) Vf,geMor(C)mit Target(g) = Quelle(f)
(iii) F(idy) = idpry VX € [Cl.

Ein Kofunktor oder auch kontravarianter Funktor von C nach D ist ein Funktor

C®° - D X4f>Y

| F() v

FX)<=F@)
Ein Bifunktor ist ein Funktor der Gestalt

C'xC”" - D.

Beispiel 1.1.13 (fiir Funktoren). (i) id: C - C, X — X, (X L Y) » (X L Y) ist der identi-
sche Funktor.

(i1) Sei C Kategorie und A € |C|. Der zu A gehorige kovariante Hom-Funktor ist der Funktor
ha: C — Ens
X — Hom(A, X)
Auf den Morphismen f: X — X’ von C ist iy wie folgt definiert:

ha: ha(X) — ha(X')
=Hom(A,X) =Hom(A,X")

A5 x) - u LS x)

(iii) Seien C eine Kategorie und A € |C|. Der kontravariante Hom-Funktor zu A ist der Funktor
h: C° - Ens
X — Hom(X, A)

) KXY - KX)
=Hom(X’,A) =Hom(X,A)

x5 x



1.1 Kategorien und Funktoren

(iv) Sei C eine Kategorie. Dann heif3t der Funktor
Hom: C°? x C — Ens
(X,Y) > Hom(X,Y)
Hom(f, g): Hom(X,Y) - Hom(X’,Y")
X5nexLxSysy
Hom-Funktor von C.

(v) Wenn wir zwei Gruppen G und H als Kategorien auffassen, dann ist ein Funktor ,,dasselbe*
wie ein Gruppenhomomorphismus.

(vi) Die Funktoren A — Ens, Ab — Ens, Top — Ens, die jedes Objekt und jeden Morphismus
in sich abbilden, sind Beispiele fiir Vergi3-Funktoren.

Definition 1.1.14 (Komposition von Funktoren). Seien F: C — D und G: D — E Funktoren.
Dann heifit der Funktor

GoF:C—E
X = G(F(X))
f = G(FE(f))
Komposition von F und G.

Die Kategorie der Kategorien wird mit Cat bezeichnet. Die Objekte von Cat sind die Kategorien,
die Morphismen die Funktoren.

Definition 1.1.15 (Natiirliche Transformation). Seien F,G: C — D Funktoren. Eine natiirliche
Transformation
& F -G

ist eine Familie von Morphismen
&x: F(X) - G(X) e Mor(D), X €]|C|,

wobei fiir jedes f: X — X’ das folgende Diagramm kommutativ ist:

FX) —2~ Gx)
F(f )i @) iG(f )
FX')— G(X’)
159G
Andere Bezeichnung: funktorieller Morphismus. & heifst funktioneller Isomorphismus oder auch
natiirliche Aquivalenz, wenn alle &x Isomorphismen sind.

Die Kategorie Hom(C, D) der Funktoren von C — D hat als Objekte die Funktoren von C nach D
und als Morphismen deren natiirliche Transformationen.

Beispiel 1.1.16 (Natiirliche Transformationen). (i) Fiir jeden Funktor F': C — D definiert die
Familie der identischen Morphismen

(FOO 25 FOXOlxe

eine natiirliche Transformation, die Identitét.



1 Vorbereitungen

(ii) Seien C eine Kategorie, A € |C| und F: C — Ens ein Funktor. Weiter sei a € F(A). Dann
hat man wie folgt eine natiirliche Transformation:

O, hy > F

Fiir X € |C| ist (®,)x wie folgt definiert:

(@a)x: ha(X) — F(X)
=Hom(A,X)

f F(f)
A> X FA) — F(X) — F(f)(a)

Fiir jeden Morphismus X L X’ ist dann das folgende Diagramm kommutativ:

ha(X) —> F(X) PR — T
ha(f) F(f) I 1
WX) —>FX) g Lo s F 0 0@

Do (X)(f) = F(f)(a)

(iii) Seien C eine Kategorie, A € |C|und F: C°? — Ens, a € F(A). Dann hat man eine natiirliche
Transformation

OYX): K > F

YX): (X)) - F(X)
Hom(X,A)

X5 A F) 2 FX) o Fa)a)

Lemma 1.1.17 (von YoneDA). Seien F': C — Ens ein Funktor, A € |C|und &: hy — F. Dann gibt
es genau ein a € F(A) mit € = ®,. Es gilt a = £4(1dy).
(Bemerkung: & ist durch den Wert von 4 an der Stelle idy eindeutig festgelegt.)

Beweis. Fiir A i> X € Mor(C) gilt

idy € ha(A) 2= F(A)
hA(f)i O \LF(f)
hA(X) f—> F(X)

SX

dann gilt

Ex(ha(f)(ida)) = F(f)(£a(ida))
=&x() =F(f)(a)

Damit ist ¢ eindeutig bestimmt. Es ist leicht zu sehen, daB3 durch £x(f) = F(f)(a) eine natiirliche
Transformation definiert ist. O



1.1 Kategorien und Funktoren

Definition 1.1.18 (Darstellbare Funktoren). Seien F: C — Ens ein (Ko-)Funktor, A € |C|. Ein
Element a € F(A) heifst universell, wenn die zugehorige natiirliche Transformation ®,: hy — F
(bzw. ®*: WA — F) ein funktorieller Isomorphismus ist. Das Objekt A heifst dann darstellendes
Objekt und F heifit darstellbar. (A, a) heifit darstellendes Paar.

Satz 1.1.19 (Eindeutigkeit des darstellenden Paares). Sei F: C — Ens ein darstellbarer Funktor
und a € F(A) ein universelles Element. Dann gilt:

(i) Zu jedem Objekt X € |C| und jedem Element X € F(X) gibt es genau einen Morphismus
f:A— Xmit F(f)(a) = x.

(ii) Ist x ebenfalls universell, so ist f ein Isomorphismus.
Beweis. Zu (i): Nach Voraussetzung ist

O, Hom(A.X) - F() A5 X Fa) 22 Fx) o F(h@)

=ha(X)

bijektiv fiir jedes X € |C|. Zu vorgegebenem x € F(X) gibt es also genau ein f mit F(f)(a) = x.
Zu (ii): Ist auch x universell, so gibt es aulerdem genau ein g: X — A € Mor(C) mit F(g)(x) = a.

Es folgt F(fl)p((f(g)()()x)) =F(f)(@)=xund F(go f)a)=...=a.

= og)(x
Vergleiche mit F(idx)(x) = x bzw. F(idsa)(a) = a. Aus der Eindeutigkeitsaussage von (i) folgt
fog=idyundgo f =ida. o

Definition 1.1.20 (Algebraische Konstruktionen in Kategorien). (i) Direkte Summe:
Seien A, B € |C|. Sei F der Funktor

C — Ens
X — Hom(A, X) X Hom(B, X)

XLX’I—)(A&X,BiX)l—)(fOQ,fOﬁ)

Ist F darstellbar, so heif3t das darstellende Objekt direkte Summe von A und B und wird mit
A ® B bezeichnet, d. h. nach Definition gibt es ein universelles Element

(ga. qB) € F(A® B) = Hom(A, A ® B) x Hom(B, A & B)

dh.gs: A— A®B, gg: B — A®B, derart, dafi die folgende Abbildung fiir jedes X bijektiv
ist:

F(X)

Hom(A & B, X) > —Hom(A,X)xHom(B,X)

AoBS xH——=(poqa,¢oqp)

Die Aussage, (qa,qp) sei ein universelles Element von F, bedeutet:

(1) ga: A > A® B, gqgg: B — A & B sind Morphismen von C und heiflen natiirliche
Einbettungen von A ® B.



1 Vorbereitungen

(2) Fiir je zwei Morphismen
farA—>X wund fp:B—-X
gibt es genau einen Morphismus A ® B 2 X mit

fa =¢oqa, fB=¢oqs

(ii) Direkte Produkte sind die direkten Summen in der dualen Kategorie. Bezeichnung: A X B.
Die natiirlichen Morphismen

pa:AXB—A, pp:AXB— B
heifsen natiirliche Projektionen.

Beispiel 1.1.21. In Ens und Top sind die direkten Summen gerade die disjunkten Vereinigungen.
Die direkten Produkte in Ens, Top, Ab sind die gewdhnlichen direkten Produkte.

1.2 Homotopie

Bemerkung 1.2.1. Man will stetig ineinander deformierbare Objekte klassifizieren.

Definition 1.2.2 (Homotopie). Seien X, Y topologische Ridume. Eine Homotopie von X nach Y ist
eine stetige Abbildung

F: XXI -Y
=Xx[0,1]

Fiir jedes t € I hat man eine stetige Abbildung

Fi:X->Y
x> F(x,t)

Anstelle von F bezeichnet man auch die zugehorige Familie
{Fi: X = Yher
als Homotopie.

Definition 1.2.3 (Homotope Abbildungen). Zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y heiffen homo-
top, wenn es eine Familie stetiger Abbildungen

Fi:X—>Y tel

gibt mit
Fo=f wund F,=g.

Man sagt dann auch F ist eine Deformation der Abbildung f in die Abbildung g. Bezeichnung:
f=g F:f=g

Sei A C X ein Unterraum (T (A) ={ANU | U € T(X)}). Falls F|s unabhdngig von t ist, so heif3t
F auch Homotopie relativ zu A. Symbolisch f ~ grel A, F: f ~ grel A.

Ist g = Fy auflerdem die konstante Abbildung, so heifit F Nullhomotopie und f heif3t nullhomotop.



1.2 Homotopie

Satz 1.2.4 (Homotopieklassen). Die Homotopie ist eine Aquivalenzrelation. Die zugehorigen
Aquivalenzklassen heifien Homotopieklassen. Die Homotopieklasse der stetigen Abbildung

f:X->Y
wird mit | f] bezeichnet.

Beweis. reflexiv: Sei F;: X = Y, x — f(x) ¥t € I. Dann ist F eine Homotopie F: f ~ f.
symmetrisch: Sei F': f ~g: X xI — Y. Betrachte

G: XXI->Y,(x,t)> F(x,1-1),

also G; = F|_;. Dann: G: g ~ f Homotopie.
transitiv: Seien f, g, h: X — Y stetige Abbildungen, F': f ~ g, G: g =~ h. Setze

F(x,21f) t<1/2

H: XxXI->Y, (x1t .
G(x,2t=1) t>1/2
Alsoist H stetigund H: [ ~ h. O

Satz 1.2.5. Seien f, f': X > Yund g,g9': Y — Z stetige Abbildungen mit f ~ ', g ~ ¢g’. Dann
giltgo f~g'of.
Beweis. Sei F: f~f',G:g~¢g .Danngilt: H: go f ~ ¢’ o f' mit H;: G, o F;. O

Bemerkung 1.2.6. [g o f] hingt allein von den Homotopieklassen von f und g ab. Die Definition

[glo[fl=1go f]

ist also korrekt.

Bemerkung 1.2.7 (Homotopie-Kategorie). Die topologischen Riume bilden zusammen mit den
Homotopieklassen stetiger Abbildungen eine Kategorie

Top’ .
Bemerkung 1.2.8. (i) Top’ hat die selben Objekte wie Top.
(i1) Es gibt einen Funktor

IT1: Top — Top’
X—X

XLYn—)[f]

genannt Homotopie-Funktor.
Bemerkung 1.2.9. (i) Die wichtigste Methode der algebraischen Topologie ist die Konstruktion

von Funktoren Top il Ab. Die meisten dieser Funktoren sind homotopie-invariant. Mit
M(X) = I1(Y) folgt dann F(X) = F(Y), genauer hat die Gestalt

F=Foll F: Top- Top’ - Ab

mit einem Funktor F’: Top’ — Ab.



1 Vorbereitungen

(ii) Insbesondere werden Morphismen f von Top, die in Top’ Isomorphismen sind, bei F in
Isomorphismen abgebildet. Solche Morphismen f heiBen Homotopie-Aquivalenz:

f: X — Y e Mor(Top)
heift Homotopie-Aquivalenz, wenn es einen Morphismus
g: Y — X € Mor(Top)
gibt mit
fog=idy go f ~idy
Definition 1.2.10 (Topologische Paare). Unter einem topologischen Paar versteht man ein Paar
(X, A) mit einem topologischen Raum X und einem Unterraum A C X. Die topologischen Paare

bilden eine Kategorie
Top(z) ,
deren Morphismen
[ (XA) - X', A)
die stetigen Abbildungen
f:X > X' mit f(A) C A’
sind und deren Komposition die Zusammensetzung von Abbildungen ist.

Definition 1.2.11 (Direkte Summe von Paaren). Es sei {X;}ic; eine Familie von topologischen
Réumen. Dann existiert die direkte Summe in Top:

D=\ =[]

i€l i€l i€l
und ist gleich der disjunkten Vereinigung der X;. Dabei ist U C \/;c; genau dann offen, wenn
U N X; offen fiir alle i € I.
Sei A C X = @, Xi. Dann ist (X,A) = @, (X, A)) die direkte Summe der Paare (X;, A;) in
Top® mit A; = X; N A.
Definition 1.2.12 (Produkt von Paaren). Fiir topologische Paare (X, A) und (Y, B) setzen wir

X, AXY,B)=(XXY,XXBUAXY).

Dies ist nicht das direkte Produkt von (X, A) mit (Y, B) in Top(z).

Definition 1.2.13 (Homotopie von Paaren). Zwei Morphismen f,g: (X,A) — (Y, B) aus Top(z)
heiflen homotop, falls es eine Homotopie H: f ~ g: X — Y gibt, fiir welche die Abbildungen
H;: X — Y, t € I, Abbildungen von Paaren (X,A) — (Y, B) sind. Man schreibt dann f ~ g. Die
Relation = ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen heif3en Homotopieklassen, die von
f wird mit [ f] bezeichnet. Man erhiilt auf diese Weise eine Kategorie Top®” und einen Funktor I1
mit
I1: Top® — Top®’
(X,A) = (X, A)

[ U]
Definition 1.2.14 (Topologische Tripel). Ein topologisches Tripel (X, A, B) mit einem topologi-

schen Raum X und zwei Teilmengen
BCACX

Gilt nur A C X 2 B, so heifit (X, A, B) Triade. In beiden Fillen erhdlt man Kategorien, welche
Top® enthalten.

10



2 Homologie von Komplexen

2.1 Komplexe
Definition 2.1.1 (Komplex). Ein Komplex ist eine Familie
K ={0n: Kn = Kn-1}nez
von aufeinander folgenden Homomorphismen abelscher Gruppen mit

an08n+1=0 VHEZ

anl an
K: ...-K,. —i—>K,,—>K,,_1—>...

Die Elemente von K, heiflen n-dimensionale Ketten oder n-Ketten.
Die Elemente von
On
Z,K =ker(K,, — K,_1)

heifien n-Zyklen, die von
On+
B,K = Im(Ky1 —5 K

heiffen n-Réander (boundaries).
Wegen 0, 0 0,1 = 0 gilt
B,K C Z,K.

Daher kann man H,K = Z,K/B,K definieren und man nennt H,K die n-te Homologie von
K. Zwei Zyklen 7,7 heiffen homolog, wenn sie dasselbe Element der Homologie-Gruppe re-
prdsentieren. Symbolisch:

7~7 & z-7e€B,K & dcec K, mitz—7 =0c

Die Abbildungen 0, heifsen Randabbildungen oder Difterentiale von K. Ein Komplex K heifit ex-
akt, wenn Im(9,+1) = ker(d,) fiir jedes n € Z, das ist dquivalent zu

H,K=0 VneZ.
Alternative Bezeichnungsweise: K™ = K.
Definition 2.1.2 (Komplexabbildungen). Seien
K=1{0,: K, = Ky_t}nez, K =10,: K, = K,_}nez

zwei Komplexe. Eine Komplexabbildung f: K — K’ oder auch Kettenabbildung oder auch Kom-
plexmorphismus ist eine Familie

f={h K, — Kr,,}nez

11



2 Homologie von Komplexen

von Homomorphismen abelscher Gruppen mit

K,—"" K  Vnez

6nl O J{BQ
Kot o Kot
Sind f: K - K’ und f': K’ — K" Komplexabbildungen, so ist durch

fr:ofn:an—">K,'1f—">K,'1’ Vn

eine Komplexabbildung ' o f: K — K" definiert. Die Komplexe und Komplexabbildungen bilden
mit dieser Komposition eine Kategorie K(ADb).

Bemerkung 2.1.3. Sei f: K — K’ eine Komplexabbildung, dann gilt

n n
O J{ 0 lﬁé
Jn-
Ky > K;;—l

Also gilt f,(Z,K) € Z,K’ und f,,(B,K) C B,K’. Der Homomorphismus f; induziert Homomor-
phismen

Zf
Z,K 2 7.k
ul Buf ul
B,K —~ B,K’

Mit anderen Worten, man hat Funktoren

Z,: K(Ab) = Ab
B, : K(Ab) — Ab

AuBerdem hat man Gruppenhomomorphismen
Hyf , , ,
H,K =Z7,K/B,K — Z,K'/|B,K" = H,K

also hat man fiir alle n einen Funktor H,,: K(Ab) — Ab, den Homologiefunktor.

Top K(Ab)
g
Ab
VAN
Top’ K’(Ab)

12



2.1 Komplexe

Definition 2.1.4 (Graduierte Gruppen). Eine (Z-)graduierte Gruppe ist eine Gruppe G, welche in
eine direkte Summe von Untergruppen G, zerfdllt:

G:@Gn

nez

Die Untergruppe G, heifst n-ter homogener Bestandteil von G.
Ein Morphismus graduierter Gruppen ist ein Homomorphismus

f: G — G mit f(G,) CG, Vn € Z.
Die graduierten abelschen Gruppen bilden eine Kategorie GAb. Durch
[i]: GAb — GAD, G — Gli] mit Glil, = Giyn
ist ein Funktor definiert.

Beispiel 2.1.5. (i) Einen Komplex K kann man als graduierte Gruppe K = € _, K, betrach-

ten, zusammen mit einem Morphismus 0: K — K[—1] mit

nez
000=0, 8K, CKn1, Ol =0n

(i) Kern und Bild der Randabbildung 0 sind dann wieder graduierte Gruppen

ZK = ker(d) = EB 7K

nez

BK =Im(9) = @ B.K

nez

(iii) Die Homologie von K ist die Gruppe

HK = ZK/BK = @ H,K
nez

Der Ubergang zur Homologie definiert einen Funktor
H: K(Ab) - GAb

zu jeder abelschen Gruppe A € |Ab| und jedem k € Z hat man einen Komplex abelscher
Gruppen
A fallsn=k

0 sonst

(A, k) mit (A, k), = {
Die Differentiale von (A, k) sind alle trivial (0). Fiir jedes k ist durch

Ab — GAb
A (A

7 Komplexmorphismus
A—> B (A,k)ﬁ(B,k)a
der im Grad k gleich f ist

ein Funktor definiert.

13



2 Homologie von Komplexen

Definition 2.1.6 (Direkte Summe von Komplexen). Sei {K*}ep eine Familie von Komplexen.

Dann heif3t
K=K mito=Po
1 2

direkte Summe der K*. K ist graduiert mit K, = 69/1@\ KL
| 1.
5n {c"haen = {anc Yaea
S—— LR
€K, €K1

Es gilt

ZK = @ ZK*

AEA

BK = @ BK*
AEA

HK = @ HN*
I

Der Homologiefunktor kommutiert mit direkten Summen.

Definition 2.1.7 (Kegel einer Komplexabbildung). Sei f: (K’,d") — (K”,3") eine Komplexab-
bildung. Der Kegel C f iiber f ist dann definiert als der Komplex mit

7 ’ _ a// f
(ChHn=K'&K,_ unda_( 0 o )

explizit: d(c”,c") = (""" + fc',=0'c’). Es gilt 0 0o d = 0, denn

(8” f )( " f ):( 000" d"of—fod ):( 0 0)
0 -0 0 -0 0 0 od 00
d. h. Cf ist tatsdchlich ein Komplex. Spezialfiille:

(i) K=K =K", f=id, C(K) := C(>id) heifit Kegel von K.

(ii) K” =0, f =0, S(K) := C(f) heifst Suspension oder Einhdngung.

Bemerkung 2.1.8 (Kurze exakte Sequenz zum Abbildungskegel). Sei f: K’ — K” eine Kom-
plexabbildung. Dann gibt es eine exakte Sequenz

] k
05K'S> Cf SKI[-11-0
=K"@K'[-1]

mit i(¢”) = (¢”,0) und k(c”,c") = ¢’.
(i) Im(i) = ker(k)

(i) Diese Sequenz zerfillt als Sequenz von graduierten abelschen Gruppen, jedoch im allge-
meinen nicht als Sequenz von Komplexen.

Bsp.: K” = K’ = (Z,0), f =1id.

0-(Z,0)—>(Z,0eZ,0[-1] - (Z,0[-1] -0

14



2.2 Die lange exakte Homologiesequenz

2.2 Die lange exakte Homologiesequenz
Definition 2.2.1 (Zerfallende exakte Sequenzen). Sei
0-A">A—>A">0

eine kurze exakte Sequenz abelscher Gruppen. Diese bilden Kategorie, wobei die Morphismen die
kommutativen Diagramme

0—=A’ A A 0
f/ i fl f// l
0 B B B” 0

sind. Beispiel: 0 — A’ Laea LA - 0mi pld,a”) = a’, qla) = (a,0). Eine kurze
exakte Sequenz heif3t zerfallend, wenn sie isomorph ist zu einer Sequenz dieser Gestallt.

Definition 2.2.2 (Teilkoplexe und Faktorkomplexe). Seien K und K’ zwei Komplexe. Falls

K, C K, und Odlx =9,

n =

gilt (d. h. die Randabbildung von K eingeschrinkt auf K’ ist gerade die Randabbildung von K’),
heifst K’ Teilkomplex von K.
Wegen 0,(K;) C K] _, induziert

an: Ky — K1 (—> Kn—l/K;l_l)
einen Homomorphismus

On: Ku/K), = Kyt /K,
c+K, - 0,(0)+ K _,

Aus der Definition von 0, liest man ab, es gilt 0,-100, =0, d h. die K, = K, /K, bilden mit O
einen Komplex K. Dieser Komplex heifst Faktorkomplex von K modulo K'.

Beispiel fiir Teil- und Faktorkomplexe
Sei f: K — K’ eine Komplexabbildung. Dann heifit der Komplex ker(f) mit

ker(f), = ker(f,: K, — K;)
k
aner(f ) — 6£ |ker(f),,
Kern von f. Dies ist tatsdchlich ein Komplex:

a5 (ker(f,)) < ker(f,_1)

denn

c € ker(f,) C K, K; 30

Oy i @) o, \L

0 € ker(f,—1) € K, K’

15



2 Homologie von Komplexen

Fiir die zugrundeliegenden Gruppen gilt

K/ker(f) = Im(f).
Eine Sequenz von Komplexabbildungen

, @

.= K —>K£>K"—>...

heil3t exakt an der Stelle K, wenn der Komplex ker(8) gleich dem Komplex Im(«) ist. Eine Sequenz
heiBt exakt, wenn sie an allen Stellen exakt ist.
Beispiel: Seien K ein Komplex, L C K ein Teilkomplex. Dann ist

0-L—>K—->K/L->0

eine exakte Sequenz von Komplexen.
Satz 2.2.3 (Homologiefunktor ist halbexakt). Sei

0ok SkS kS0

eine kurze exakte Sequenz von Komplexen. Dann ist die Sequenz

= H=>:<
ok 2= g 27 g

exakt.

Beweis. Z.z.: Im(a.) = ker(B,). Nach Voraussetzung gilt Im(a) = ker(B), also B o a = 0, also
Bioa. = (Boa) =0,=0,also Im(a.) C ker(8.).
Noch z.z.: ,,C*. Sei [z] € H,K. Es gelte 8.([z]) = 0. Also z.z.: [z] € Im(a,).

K, —" K, 5k P pr e K"
Vo w Yo
B, B, b’ € B
N N N
Z, 7e€eZ,3z z)
0— }(2 2 E b I} 0
¥

% x[r]Bp-1 C Ky

Nimm 7 := z — d(k). Es gilt [z] = [Z]. Dann gilt 8,(Z) = B(z — d(k)) = b"”" —b"”" = 0. Also 7 = a, (k")
fiir ein kK € K. Problem: ist k” ein Zykel?

(' (k")) = d(a(k')) = d@Z) = d(z - d(k)) =0 -0 =0,
d.h. k" € Z),d.h. [k'] € H,K" wohldefiniert. Es gilt

Im(e.) > a.([K']) = [a(k)] = [2] = [z]

16



2.2 Die lange exakte Homologiesequenz

20.4.05 Bemerkung
i) 0 » H,K' - H,K — H,K” — 0 ist im allgemeinen nicht exakt. Beispiel:

K=K'"=Z,0(K'=K":..-50-2Z->50->...)
0-K —-C@lid—->K'"—-0
ist kurze exakte Sequenz von Komplexen, konzentriert im Grad 0 und 1:
Cid):... 505252 50> ...;

H(C(@Ad)) =0, also
0 — HoK' — Hy(C(@1d)) — HoK” — 0
=7 =0 =Z

geht nicht.
(i1) Ziel: Beschreibung, in wie weit
’ (o5 ﬁ* 1’7
H,K' — H,K — H,K

an den Stellen H,K’ und H,K” von der Exaktheit abweicht. Genauer: YA’ € H,K" kon-
struieren wir ein Element H,,_1K’ 3 6(h”) mit 6(h’”’) = 0 < Hh” hat Urbild in H,K bei
B.. Man kann zeigen, die Abbildungen

0: H,K" - H,_ 1K’

sind durch diese Eigenschaft festgelegt. 4 heiflit Zusammenhangshomomorphismus oder
Bockstein-Operator.

Definition 2.2.4 (Zusammenhangshomomorphismus). Sei
) @ B 17
0K - K—->K"—-0
eine kurze exakte Sequenz von Komplexabbildungen. Wir betrachten die Homomorphismen
’ 9 —1 17 B "
H,1K &ﬁ (ZnK )_> H,K

mit

Be) = [B(c)] und d(c) = [ (8(c))]

Korrektheit der Definition von j:
Fiir ¢ € B~Y(Z,K"") gilt B(c) € Z,K", d. h. [B(z)] € H,K".

Korrektheit der Definition von 6:
[Rechnung]
Der Zusammenhangshomomorphismus wird nun definiert als

§: H,K” — H,_|K', [Z’]w einziges Element von 0(8~'([Z"]))

Korrektheit der Definition:

17



2.2.5,22.4.05

2 Homologie von Komplexen

zZ.2.: 5(5_1([z"])) besteht aus genau einem Element. 3 induziert eine Surjektion
BN ZK") > Z,K”
Also ist B Surjektion. Also ist d(B~'([z"'1)) nicht leer. Seien nun c,d € B~'([z"]). Z. z.: d(c) = 0(d).
K, H,K"

L

c,d,c—d
Ky — g Ky~ 2K

Es gilt B(c) = 2/ = B(d), d.h. B(c —d) = 0, d. h. 3"(¢"") = B(c —d) € B,K” mite” € K" .
B: K — K" surjektiv= ¢"” = B(e), e € K,+1. Es gilt

Blc —d - d(e)) = Bc — d) — B(d(e)) = Blc —d) — " (B(e))
— a//(er/) _ a//(eu) =0

dhc—d-0()ekerf=Ima,d hc—d-0(e) =a(f)mit { € K. Es gilt

a@"(f")) = da(f")) = d(c —d - d(e))
= d(c) — d(d) — 8(0(e))
= d(c) — d(d)
df =a ' (0c - dd) = a1 (d(c)) — a1 (d(d)) = d(c) = d(d).
Beschreibung von ¢,:

Bemerkung 2.2.5 (Funktorialitét). Sei

0 K K K" 0
i f/ lf lf’/
0 v L L 0

ein kommutatives Diagramm von Kettenabbildungen (Komplexmorphismen), die Zeilen seien ex-
akt. Dann ist folgendes Diagramm kommutativ:

6)1
H,K" —— H,_|K’

JI=Hyf" l lan’=f:
On
HnLI/ LN n—]Ll
Mit anderen Worten: die Zusammenhangshomomorphismen bilden ,,natiirliche Transformation®:

H,K" - H,_, K.
Satz 2.2.6 (Exaktheit der langen Homologiesequenz). Sei

0>k S5k5 Kk S0

eine kurze exakte Sequenz von Komplexmorphismen.
Dann ist

) « * o
A B ES K HE S H K > .. 5 HEK >0

18



2.2 Die lange exakte Homologiesequenz

Beweis. (Die Exaktheit bei H, K ist schon gezeigt.)

1. Schritt: Im(6) C ker(a.).
Ein Element aus dem Bild von § hat die Gestalt

(@' (6(x))] mit B(x) € HK".
Anwenden von «a, liefert:
a:[a”'(6(x)] = [aa'6(x)] = [6x] = 0

= a,060=0 = Im() C kera..

2. Schritt: ker(a,) C Im(9).
Liege [7'] € H,K’ im Kern von «,, d. h.

@.[7'] =0 = [a(Z)]

= a(') ist Rand: a(z’) = d(c) mit ¢ € K. Es gilt 8" (B(c)) = B(0(c)) = B(a(Z')) = 0, = P(c) ist
Zyklus, definiert also ein
[B(c)] € H,K"

Es gilt
S[B(O)] = [ @(e)] = [a ' (a@))] = [']

3. Schritt: Im(B.) C ker(d).
Fiir [z] € H,K gilt:

5(B.([z]) = 6(1Bz]) = [~ (0(2) )] = [@'[0]] = [0] = O

=0
Also 6o f. =0.

4. Schritt: ker(6) C Im(B.).
Liege [7”’] im Kern von 6, d. h. ¢ € K mit

[Z’]=1[Bc] und [a”'(8(c)]=0€ H, K’
Die zweite Bedingung bedeutet:
a '(8(c)) = &'(¢") mitc € K’

Es gilt
O(c—ald)=0c—a@()=0

= ¢ — a(c) definiert ein [¢ — a(c’)] € H,K. Es gilt

Bl = a(c)] = [Be = Bla(c)] = [Ble)] = [2"]

= [7”] € Im(B.). O
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2 Homologie von Komplexen

Definition 2.2.7 (Quasi-Isomorphismen). Ein Komplexmorphismus f: K — K’ heifst Quasi-
Isomorphismus, wenn die Abbildungen

H,f: H,K > H,K’

Isomorphismen sind.

Beispiel:
Sei
0 K’ K K" 0
|
0 L L L’ 0

ein kommutatives Diagramm von Komplexmorphismen mit exakten Zeilen. Sind zwei der Kom-
plexmorphismen f”, f, f” Quasi-Isomorphismen, so gilt dasselbe fiir den dritten.

Beweis. Seien 0.B.d. A.f" und f”’ Quasi-Isomorphismen. Dann gilt

H,. 1 K" H,K’ H,K H,K" — H,_ K’
Elﬂ’ Eiﬂ if* Elf*” Eif
HyL” H,L' H,L H,Ll” —— H,_ L’
Die Isomorphie von f; folgt aus dem Fiinferlemma. O

Definition 2.2.8 (Zerfallende exakte Sequenzen). Ein Komplex von Komplexen
0ok Sk5 K S0

(d. h. K, K’, K" sind Komplexe, «, 8 Komplexabbildungen und 8 o @ = 0) zerfillt in jeder Dimen-
sion, wenn fiir jedes n € Z

y @ Bn 17
0—-K,—K,—K, =0

eine zerfallende exakte Sequenz ist.
Satz 2.2.9 (Der Zusammenhangshomomorphismus fiir zerfallende Komplexe). Sei
;@ B 77
0K -K—>K'"—-0 (%)

eine kurze exakte Sequenz von Komplexen, die in jeder Dimension zerfillt, d. h. es gebe ¥Yn Grup-
penhomomorphismen, a,, 3, mit

a,oa,=1id, ByopB,=id, a,oa,+B, 0B, =id.
Dann setzen sich die Homomorphismen
dy=a,00,08,: K, —> K | =(K"),
(mit K* = C(0: K — 0)) zu einem Komplex-Morphismus
d: K" — K'™*
zusammen. Die von d auf der Homologie erzeugte Abbildung
d.=H,d: H,K" - H,K'" = H,_1 K’

ist der Zusammenhangshomomorphismus zu ().
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2.2 Die lange exakte Homologiesequenz

Beweis. d kommutiert mit der Randabbildung:

a(0'(d)) = a(0"(@'(0(8') =0oaoca’cdop
=do(id=p op)odop =00p — BPIP

— —(9ﬁ/(9” ﬂﬂl
N——"
=id
- _aﬁlall

=—(aod +f of)odfd’
- _aoal anﬁ’ oa/l _ﬁ’ﬁaﬂla,,
— _ada/l _Bl a/l ﬁﬁl 6//

——
=id
=0
= —add”
ad'd = —add”
a ist injektiv = —d'd = dd”, d. h. d ist Komplexabbildung. O
Beispiel
Seien f: K — K’ ein Komplexmorphismus und
,y @ B
0—-K —-C(f)— K[-1]—0 (*)

=K'®K[-1]

mit a(c’) = (¢’,0) und B(c’,c) = ¢ die zugehorige exakte Sequenz. Der zugehorige Zusammen-
hangshomomorphismus ist gerade
Hf: HK - HK'

Beweis. (x) zerfillt in jedem Grad: Schnitt von £:
B K[-11 - C(f), cr (0,0

Retraktion von a:
a: C(f) = K, (c,opm

Nach 2.2.9 wird der Zusammenhangshomomorphismus induziert durch die Abbildung

K - K, cn—>(0,c)|—>(%, _fa)(o):(_fgc)HfC

c

Satz 2.2.10 (Kriterium fiir Quasi-Isomorphie). Sei f: K — K’ ein Komplexmorphismus. Dann
sind dquivalent:

(i) Hf : HK — HK’ ist ein Isomorphismus.

(ii) H(C(f)) =0
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2 Homologie von Komplexen

Beweis. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0> K —C(f) > K[-11—>0

und die zugehorige lange Homologiesequenz:

Hf , Hf ,
HnK — HnK - Hn(C(f)) - Hn—lK — Hn—lK - Hn—l(c(f))

(i)=(i)
Wegen
Hf
0—-H,,11K— H,1K—0

ist H f ein Isomorphismus.

(i)=(ii)
Folgende Sequenz ist exakt:
, 0 0
H,K" — Hn(C(f)) — H,1 K

0 = Im(0") = ker(0) = H,(C(f)) m|

2.3 Kettenhomotopie

Definition 2.3.1 (Homotope Kettenabbildungen). Seien f,g: K — K’ zwei Komplexabbildung.
Eine Homotopie s von f nach g ist eine Familie

s={sy: K, — K,,H_l}neZ
von Gruppenhomomorphismen mit
0,10 S+ Sn-100, = fr—gn VneZ

Bezeichnung: f ~ gbzw. s: f = g.

Bemerkung:

(i) Die Homotopie von Komplexabbildungen ist eine Aquivalenzrelation:
reflexiv: 0: f~f
symmetrisch: s:f2g=> —s:g=f
transitiv: s: f~g,t:g=h=s+t: f=~h

(ii) Die Aquivalenzklassen heiffen Homotopieklassen, diejenige von f wird mit [ f] bezeichnet.

Satz 2.3.2 (Vertraglichkeit mit der Komposition). Seien
ff:K—>K und g¢g,9:K — K"

Komplexmorphismen mit f ~ ', g =~ ¢’.
Dann gilt
gof=gof
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2.3 Kettenhomotopie

Beweis. Seiens: f =~ f'undt: g = ¢’. Es gilt:

f=f =0s+s0 g—g =0"t+10

also
go(f—fgof-gof (g9, Homomorphismen)
=gd's + gsd
= 9" (gs) + (95)0 (9 Komplexmorphismus)

d.h.gs:go f=~go f.
Analog:

(g=9g)of =gof —g of =otf +10f =otf —(1f)0
und daher tf’: g o f’ =~ ¢’ o f’. Zusammen:

gof=gof.

Definition 2.3.3 (Homotopiekategorie iiber K(Ab)). Die Komplexe abelscher Gruppen bilden zu-
sammen mit den Homotopieklassen der Komplexabbildungen eine Kategorie

K’'(Ab)

mit der Komposition
[glo[f1:=1go [l
Man hat einen Funktor
K(Ab) — K'(Ab)
felf]
K- K.

Eine Komplexabbildung f: K — K, fiir welche [f] ein Isomorphismus ist, heifst Homotopie-
Aquivalenz. Falls ein solches f existiert, heiffen K und K’ homotopieiquivalent. Ein Komplex
K, dessen identische Abbildung id: K — K homotop ist zur Nullabbildung 0: K — K heifst
kontrahierbar.

Satz 2.3.4 (Homologie homotoper Komplexmorphismen). Seien f,g: K — K’ homotop. Dann
gilt
Hf = Hg: HK — HK'
Beweis. Seis: f ~g,d.h. f—g = 0s+ s0 fiir [z] € H,K. Dann gilt
Hf[zl=1[fz]  Hglz]l =gzl

[fzl =gzl = [fz—9gzl = [0s(z) + s O(z) | = [0s(2)] =0 |
——
-0
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2 Homologie von Komplexen

Satz 2.3.5 (Homologie einer Homotopie-Aquivalenz). Sei f: K — K’ eine Homotopie-Aquiva-
lenz. Dann ist
f. =Hf: HK — HK'

ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung besitzt [ f] einen inversen Morphismus [g], d. h.
f og = id go f ~ id
dh Hfog=HfoHg =Hid =id, Hgo f = Hgo Hf = Hid = id, d.h. Hf und Hg sind

zueinander invertierbar. O

Satz 2.3.6 (Kriterium fiir Kontrahierbarkeit). Sei K ein Komplex mit HK = 0. Dann sind dquiva-
lent:

(i) K ist kontrahierbar

(ii) VYn € Z ist Z,K ein direkter Summand von K,

Beweis. Wir nehmen die exakte Sequenz graduierter abelscher Gruppen:

0->2ZK—>K5BK—0 (+)

(i)=(ii) Nach Voraussetzung ist id ~ 0, d.h. idx = idx —0 = ds + s0 mit Homotopie s. Durch
Einschrianken auf BK
idpg = Os|pk

d. h. s|gg ist Schnitt von 9, d. h. (x) zerfillt:
K =Z7ZK ® sBK
(ii)=(i) ZK ist nach Voraussetzung direkter Summand von K, d.h. die natiirliche Einbettung
i: ZK — K besitzt eine Retraktion.
i'": K-> ZK i oi=1idzg
Also zerfillt (+) und 0 besitzt einen Schnitt
t: BK > K Odot=idgg

= K=ZK®tBK = BK®tBK

Wir miissen nun eine Homotopie von idg nach Ok konstruieren, d. h. einen Homomorphis-
mus graduierter abelscher Gruppen

s: K - K[+1]

Es geniigt, s auf jedem der beiden direkten Summanden BK und tBK zu definieren. Wir
setzen

t auf BK
s = .
0 auftBK
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2.3 Kettenhomotopie

Auf BK gilt:
Os+s0=0o0ot+0=idgg =id-0

Auf tBK gilt:
dos+sod=sod=tod=1id

(Fiir @ € tBK gilt @ = t(), alsotodoa =todot(B) = t(B) = a,d.h. auf tBK ist to d = id.)

O
29.4.05

Satz 2.3.7 (Kontrahierbarkeit des Kegels und Homotopie-Aquivalenz). Ist der Kegel der Kom-
plexabbildung f: K — K’ kontrahierbar, so ist f eine Homotopiedquivalenz.

Beweis. 7. 1z.: '
0K 5C(f)DKI-11-0

(i) Ist die Einbettung u: K’ — C(f),c’ — (c’,0) nullhomotop, so besitzt f eine rechte Homo-
topieinverse h: K’ — K,d.h. ho f ~id

(ii) Ist die Projektion p: C(f) — K[-1],(c’,¢) + c nullhomotop, so besitzt f eine linke Ho-
motopieinverse.

Zu (i):
Sei s: i ~ 0. Dann hat s die Gestalt
n_ [ 9(ch)
se) = ( —0c )
mit Abbildungen g: K’ — K’, h: K’ — K. Es gilt C(f) = K’ ® K[-1] in GAb. Wegen
i=0s+ s0
gilt
i dN_(9d f g(c) | [ 90c) | _ [ 9(0c) + fh(c’) + gdc’)
0) \0 =0 )\ hc) hoc) | —0h(c") + h(d(c"))
Oh = ho ()
0g +gd =id—fh ()

Wegen (x) ist & eine Komplexabbildung, wegen (xx) ist & eine rechte Homotopieinverse zu f.
Zu (ii):
Sei T: p = 0. Dann hat T die Gestalt

T( C: ) =g(c) + h(c)

mit Homomorphismen g: K — K, h: K’ — K.
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2 Homologie von Komplexen

Wegen p = 0T + T8 und mit 9% = -9 gilt

B ¢’ 0 f ¢’
=ofr(%))erlls %))

= dg(c) + ) + ( 80/_;; ¢ )

= dg(c) + Oh(c") + g(—dc) + h(dc” + fc)

= Oh(c") + ho(c") + dg(c) — gd(c) + h(f(c))

Also:
Oh = ho™! (')
0"g+gd=hf-id (++")
Nach () ist # Komplexmorphismus, nach (x+") linke Homotopieinverse zu f. O

2.4 Freie Komplexe

Definition 2.4.1. Ein Komplex K von abelschen Gruppen heift frei, wenn Vn K, eine freie abel-
sche Gruppe ist, d. h. isomorph zu einer direkten Summe von Exemplaren von Z.

Satz 2.4.2 (Zyklen bilden direkten Summanden). Sei K freier Komplex. Dann ist fiir jedes q die
Untergruppe Z,K der q-Zyklen ein direkter Summand von K.

Beweis. Als Untergruppe von K ist BK eine freie abelsche Gruppe. Betrachte

0 2zKk5 k2 BK[-115 0

Weil BK frei ist, besitzt d einen Schnitt. Man suche zu jedem Basiselement von BK[—1] ein Urbild
bei 0 und setze die gefundene Abbildung Z-linear auf ganz BK[—1] fort. Die Sequenz zerfillt (in
jedem Grad), d. h. Z, K ist direkter Summand von K. O

Satz 2.4.3 (Quasi-Isomorphie und Homotopie-Aquivalenz). Sei f: K — K’ ein Komplexmorphis-
mus mit K und K’ frei. Ist f ein Quasi-Isomorphismus, so ist f eine Homotopie-Aquivalenz.

Beweis. Nach 2.3.7 reicht es z. z. C(f) =~ 0, C(f) ist kontrahierbar. Nach 2.3.6 reicht z. z.:
(i) HCf =0und
(1) Z(f) ist direkter Summand von C(f).
(i) folgt aus der langen Homologiesequenz zu
0K —-C(f)>K"—>0
und aus der Quasi-Isomorphie von f.

(i1) gilt, weil C(f) frei ist (vgl. 2.4.2). O

Bemerkung:
Ist f: K - K’ frei:
C(f) kontrahierbar = f Homotopie-Aquivalenz = f Quasi-Isomorphie
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3 Die singulare Homologie

3.1 Standardsimplizes

Bemerkung 3.1.1 (Ziel). Konstruktion eines Funktors

S : Top — K(Ab)

Definition 3.1.2 (Standardsimplex). Sei g eine nichtnegative ganze Zahl, dann heifit

Aq={x={x0,...,xq}€Rqul | Zx,-=l, x,-ZO}

Standardsimplex der Dimension g oder g-Simplex.
Vereinbarung: R" CR™! cR"™? ..., |UR"=R%, ¢; =(0,...,0,1,0,...,0)

i-te Koordinate

Behauptung:
e; sind die einzigen Punkte in A, die nicht im Innern einer ganz in A, liegenden Strecke liegen.
Sie heilen Ecken.

Beweis. Seien u,v € A, und e; liege im Innern der Strecke von u nach v:

ei=tu+ (1 —-1tv te(0,1)
tuj+(1—t)vj:0 fiir j#1i
tui+ (1 -ty =1

Dau,velAjuj=0=vj=u=1=v,=>u=v=e. O

Definition 3.1.3 (Lineare Abbildung). Eine Abbildung f: A, — R" heift linear, wenn es eine
R-lineare Abbildung g: RT*" — R" mit

gla, = f
gibt.

Bemerkung
(i) Zu je g + 1 Punkten py, ..., p, € R" gibt es genau eine lineare Abbildung f: A, — R" mit
fle)) =piVi=0,...,q, ndmlich

q
f(x0,...xg) = Z X;pi
i=0
Es gilt:

q
Im(f) = { > xipi
i=0

ZX[=1,0SX,'}
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3 Die singuldre Homologie

(i1) Eine lineare Abbildung auf A, ist durch ihre Werte auf den Ecken eindeutig bestimmt. Die
Werte kann man beliebig vorgeben.

Definition 3.1.4 (Randabbildung). Die j-te Randabbildung des A, ist die lineare Abbildung

J_ o).
e =gy A1 o Ay
; € i<j
gl(e;) = L
eir1 J<1

gl ist die einzige lineare Abbildung Ag1 — Ay, welche die Ecken in Ecken abbildet und die
natiirliche Ordnung erhiilt und bei der die j-te Ecke nicht im Bild vorkommt. &' identifiziert Ay-1
mit der Seite, die e gegeniiberliegt.

sei die lineare Abbildung mit

ei_1 fl;il”j<l'.

; e; fiiri<j
(e = { l

1/ ist die einzige surjektive lineare Abbildung Ags1 — Ay, die Ecken in Ecken abbildet und die
Reihenfolge der Ecken erhdlt, wobei die j-te und die j + 1-te Ecke dasselbe Bild haben.

Satz 3.1.5 (Relationen zwischen &/ und /). Es bestehen folgende Relationen:
(i) e ol =g ol fallsi < j
(ii) o =nf op/*! fallsi < j
g~ fallsi< j
(iii) 7/ o &' = {id fallsi=ji=j+1
eyl falls j+1<i
Beweis. Fiir (1):
V< jie e e
isv<j-lie ey ey e e ey

J—1Svie ey e e e o e

Bemerkungen
(i) Jede weitere Relation zwischen den £ und 7 ist eine Folge der oben angegebenen.

(i1) Jede lineare Abbildung A,, — A,,, die Ecken in Ecken iiberfiihrt und die natiirliche Ordnung
der Ecken erhiilt, 148t sich auf genau eine Weise in der Gestalt @ = £ o n mit & injektiv, n
surjektiv schreiben mit

e=¢g"o...0g"

leﬂjlo---oﬂjt

28



3.2 Der singuldre Komplex

(iii) Die £ und 5 bilden Ecken in Ecken ab und erhalten die Ordnung der Ecken und sind eindeu-
tig bestimmt durch Werte auf den Ecken. Man kann sie also mit den zugehdrigen Abbildun-
gen der Eckenmengen identifizieren, d. h. mit Morphismen der Kategorie A (wobei man e;
und i identifiziert). Umgekehrt induzieren die Morphismen der Kategorie A

filnl — [m]

lineare Abbildungen von A, — A,

€i = €f(i

die Ecken in Ecken abbilden und die Ordnung der Ecken erhalten. Man bekommt auf diese
Weise alle Abbildungen dieser Art.

Auf diese weise kann man A identifizieren mit der Kategorie, deren Objekte die Standard-
simplizes A, und deren Morphismen lineare Abbildungen sind, die Ecken in Ecken abbilden
und die Ordnung erhalten.

(iv) Zur Definition eines (Ko-)Funktors

F:A—Ens bzw. F:A° — Ens

reicht es, die Werte
F([n]), F(g)), F(n))

anzugeben, wobei die Relationen, die sich aus denen von 3.1.5 ergeben, erfiillt sein miissen.
Insbesondere kann man auf diese Weise simpliziale Mengen konstruieren.

3.2 Der singulare Komplex
Bemerkung 3.2.1. Ziel ist die Konstruktion eines Funktors
S : Top — K(Ab)
Definition 3.2.2 (singulédres g-Simplex). Sei X ein topologischer Raum. Ein g-dimensionales sin-
guldres Simplex (g-Simplex) von X ist eine stetige Abbildung
oA > X

S 4X bezeichne die freie abelsche Gruppe, die von allen q-Simplizes Ay — X erzeugt wird. Jedes
Element von S ;X lf3t sich schreiben als

c= Z CeO  Cg € Z,co =0 fiir fast alle o
o A—X
q-Simplex

Die Elemente von S ;X heifsen singuliire g-Ketten von X. Ist ¢, # O nur fiir ein o und ist fiir dieses
o ¢y = 1, so werden wir ¢ mit der Abbildung o identifizieren.
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3 Die singuldre Homologie

Definition 3.2.3 (Randoperator, singuldrer Komplex).
éq: SqX — Sq_1X

d, soll ein Gruppenhomomorphismus sein. Da S ;X eine freie abelsche Gruppe ist, reicht es, die
Bilder der singuldiren g-Simplizes anzugeben. Fiir jedes q-Simplex o: A, — X setzen wir

q
dy(0r) = Z(—l)fa ogl

=0
Die S ;X bilden mit den d, einen Komplex. Dieser wird mit S X bezeichnet und heift singulérer
Komplex von X.

Lemma 3.2.4 (Komplex-Eigenschaft von § X). Es gilt
04-100,=0

Beweis. Es reicht z. z.
04-1(04(0) =0 Vo:A; —» X

Es gilt

q
0do = G{Z(—l)jcr o sj]

J=0

= Y (1Yo o &)

J
= Z(—l)j Z(—l)ka ogl ol
J k

= Z(—l)j+ka' ogl ok + Z(—l)j+k0' ogl ok

<k =k
= Z(—l)j+k0' oel ok + Z(—l)j+k+10' ogkogl
<k ok
=0

O

Definition 3.2.5 (Abbildung der singuldren Ketten zu einer stetigen Abbildung). Sei f: X — Y
stetige Abbildung. Dann bezeichne

Sof: S, X — S,

die folgende Abbildung:
Z CeO Z co(foo)
o Ag—X o Ag—>Y
stetig stetig

Nach Konstruktion gilt fiir je zwei stetige Abbildungen f: X — Yundg: Y — Z

Sq(go f)=S84(g) oS4/, S4(id) = idg x -
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3.2 Der singuldre Komplex

Satz 3.2.6 (Vertraglichkeit mit der Randabbildung). Fiir jede stetige Abbildung
f:X->Y
gilt

S
0 oSN =Sy Nod dh SXLosy

axl 0 l"y

S, X >S..Y
1 T !

d. h. die S ,(f) setzen sich zu einem Komplex-Morphismus

S:SX=>8Y Yoo Y cofor

Iusammen.

Beweis. Es gilt fiir jedes g-Simplex o: A, — X:

links: AS (NN =d(f o) = ) (~1Y(for)os!
rechts: Sg1(N)@0) = S 41 () (~1) o0 &)
=) (~Dfowos)

O

Bemerkung 3.2.7 (Funktorialitdt). Die Zuordnungen X — S X, f — S f definieren einen Funktor
S : Top — K(Ab)
Bemerkung 3.2.8 (Verallgemeinerung auf topologische Paare). Sei (X, A) ein topologisches Paar.
i: A — X bezeichne die natiirliche Einbettung. Diese induziert eine Injektion
Si: SA - SX,
d. h. wir kénnen S A als Teilkomplex von S X auffassen, Bezeichnung
S(X,A) =SX/SA

hei3t singuldrer Komplex des Paares (X, A). Seine Elemente heiflen singulédre Ketten von X modulo
A. Damit erhalten wir eine kurze exakte Sequenz von Komplexen:

0 SA5SX - SX/SA = 0. )
=S(X,A)

() zerfillt in jedem Grad: S X wir erzeugt von zwei Arten von singulidren Simplizes:
(i) Simplizes von A

(i1) Simplizes von X ohne A.
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3 Die singuldre Homologie

Die erste Art erzeugt gerade S A, die zweite erzeugt eine Untergruppe S’(X, A) von S X, die sich
isomorph auf S (X, A) abbildet.

SyX = SA®SL(X,A) = S,A®S (X, A)

Nach Konstruktion gilt S(X, @) = SX. Eine stetige Abbildung f: (X,A) — (¥, B) von Paaren
induziert ein kommutatives Diagramm

Sig

0—>SA—"> 85X —>S(X,A) —=0
I
Sf|AJ/ ) lS.f ISf
\l
0——=SB—5>SY —=S(B)—=0

Die Abbildung S f ist die nach dem Homomorphiesatz existierende und eindeutig bestimmte Ab-
bildung, die das rechte Viereck kommutativ macht.

2] e

o A—X

3.3 Die singulare Homologie eines topologischen Raumes
Definition 3.3.1 (Singuldre Homologie). Sei X ein topologischer Raum. Dann heif3t
H,X = H,(SX)
n-te singuldre Homologie von X. Sei (X, A) ein topologisches Paar. Dann heif3t
H,(X,A) = H,(S(X,A))

n-te singuldre Homologie des Paares (X, A). Bezeichnung:

HX = HSX = @ H,X
n=0

H(X,A) = HS(X,A) = @ H, (X, A)
n=0

Eine Kette 7 € SX heifst Zyklus modulo A, wenn 0z € SA gilt. Eine Kette b € SX heifst Rand
modulo A, wenn gilt b = Ox + umit x € SX,u € SA.

Es gilt dann
{n-Zyklen mod A}

{n-Rdinder mod A}

H,(X,A) =
Bedenke (A/C)/(B/C) = A/B.

Bemerkung 3.3.2 (Funktorialitét). Fiir jede Abbildung f: (X,A) — (¥, B) topologischer Paare hat
man eine Komplex-Abbildung
Sf:S(X,A) — S(,B)
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3.4 Spezialfille

und damit einen Homomorphismus graduierter abelscher Gruppen
fi=Hf: HX,A) — H(Y, B).

H ist ein Funktor S u
H: Top® = K(Ab) — GAb

Definition 3.3.3 (Lange Homologiesequenz). Sei (X, A) ein topologisches Paar. Dann heift die zu
05545 5x5 S(X.A) -0
gehorige lange exakte Homologiesequenz
5 i Ji 5
.. HA—> HX — H/(X,A) > H; 1A — ...

lange Homologiesequenz des Paares (X, A). Fiir jede stetige Abbildung f: (X,A) — (Y, B) von
topologischen Paaren hat man ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen:

O, HA "~ HX T H(X,A) 0~ Hj (A —~ ...

(fIA)*i O f*l 8) f*l @) i(ﬂA)*

o HB-"-~HY '~ H(Y,B) % ~H B—~...

Sei (X, B, A) ein topologisches Tripel (X 2 B2 A). Dann gilt SA C SB C S X, genauer:

S S
a2 s s mita: A BundB: B— X.
Damit entsteht eine kurze exakte Sequenz von Komplexmorphismen.

0—-SB/SA—SX/SA—-SX/SB—0.
=S(B,A) =S(X,A) =S(X,B)

Die zugehorige lange Homologiesequenz
... Hy(B,A) - Hy(X,A) - H)(X,B) » H;1(B,A) — ...
heifit lange Homologiesequenz des Tripels (X, B, A). Zu jeder Abbildung
f: (X,A,B) = (Y,C,D)

topologischer Tripel gehort analog ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen.

3.4 Spezialfille

Bemerkung 3.4.1 (Einpunktraum P = {p}). Sei P = {p} der einpunktige Raum. Fiir jedes g gibt es
genau ein singuléres g-Simplex
T4 Ay — P.

Die j-te Seite von 7, ist gerade 741 = 74 © &/. Damit gilt:

0 q ungerade
oty =
T4-1 g gerade

33



3 Die singuldre Homologie

SP: ...%ZTzq%ZTzq_l—>ZT2q_2—>...E>ZT1—O>ZT004>0
Al ) AUl Al ) ) AUl Al
OZ]dZOZ]d"'IdZOZOO
Z =0
= H,P = 1
0 sonst

Definition 3.4.2 (Reduzierte Homologie). Sei X ein nicht-leerer topologischer Raum und
v = yX :X—> P
die einzige Abbildung. y* heifft Augmentation von X, ebenfalls die induzierte Abbildung
Hy: HX - HP = Z.

Die graduierte abelsche Gruppe HX := ker Hy heif3t reduzierte Homologie von X, ihr n-ter Be-
standteil n-te reduzierte Homologie
Bemerkungen:

(i) HX = H,X fiirq # 0

(ii) Mit f: X — Y stetig haben wir kommutatives Diagramm:

0 HX HX HP 0
|
| fe J/ O Il
Y

0 HY HY HP 0

= I:Iq definiert einen Funktor Top — Ab der nichtleeren topologischen Ridume in die abel-
schen Gruppen.

(iii) Sei x € X. Dann haben wir stetige Abbildungen
P—i>X,p|—>x XLP,xn—>p
mityoi=id, also Hy o Hi = H(id) = id, d. h.
Hy
0—= AX —HX HP—=0
Hi

ist kurz, exakt und zerfallend (als graduierte abelsche Gruppe). Insbesondere ist

HyX = H()X @ Z.

Satz 3.4.3 (Reduzierte Homologiesequenz eines Paares). Sei (X, A) ein topologisches Paar mit
A # @. Dann hat man eine lange exakte Sequenz

...> H,A - HX— Hy(X,A) > H;1A—> ...

welche reduzierte Homologiesequenz von (X, A) heif3t.
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3.4 Spezialfille

Beweis. Wir wihlen eine Inklusion i: P — A und fassen diese als Paarabbildung auf:

it (P,P) = (X,A)

Betrachten:
H,P H,P Hy(P,P) — > Hy (P — ...
/N N / /
i*{ \)7* i*!/ \!7* i*( '\}\7* l'*x \\7*
W W \ W,
H,A H,X Hy(X,A) ——=H; 1A ——...

Die Augmentation liefert Paarabbildung
y: (X,A) > (P,P), yoi=id, y.oi.=1id

Die Abbildungen . sind linksinvers zu den i.. = Die obere Zeile ist ein direkter Summand der
unteren Zeile. Durch Weglassen dieses direkten Summanden erhélt man die gesuchte exakte Se-
quenz. O

Definition 3.4.4 (Augmentation in K(Ab)). Sei X topologischer Raum, X # @. Dann heif3t

¥ =8%:5X - SP=(Z0)
oc: Ay > X0 fiirg>0
O'IAQ—>XI—>AQ—>P=1

Augmentation von S X.

(i) Man kann P als Unterraum von X auffassen. Die exakte Sequenz

r Hi

~ e — e

0 HX HX i HP 0 (*)

vergleichen wir mit der Homologiesequenz von (X, P):

Hi

oo —> HiX —> H\(X, P) >> HyP "> Hy)X —> Hy(X,P) —> 0

o o o

HoP —> HoX —— HoX
Wir erhalten einen Isomorphismus
Hy(X, P) = HoX,
dieser ist funktoriell. Fiir einen Grad g > O erhalten wir:

0
H,p —» H,X — Hy(X,P) > Hy; P
=0

Wir erhalten einen funktoriellen Isomorphismus

H,X = H,X - Hy (X, P)
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3 Die singuldre Homologie

(i1) Vergleich der Augmentationen:

S H
Sx—9  _sp = ux— ~Hp

N

n (Z, 0) n

Da 5 Isomorphismus ist, folgt HX = ker(Hy) = ker(HnY).

Satz 3.4.5 (Homologie der konvexen Teilmengen des R"). Sei X C R" eine nicht-leere konvexe

Teilmenge. Dann ist
7% SX - (Z,0)

eine Homotopie-Aquivalenz. Insbesondere gilt HX = 0.

Beweis (Kegelkonstruktion). Sei p € X ein Punkt. Zu jedem g-Simplex o,: A, — X definieren
wir ein (g + 1)-Simplex

pPog:Agy1 = X
p fﬁer=l

XO'p+(1—xo)o'q(1f—‘xo,...,le;lo) fiir xp # 1

(P : O-q)(X(), e ’xq+l) = {

Wir konnen nun P linear fortsetzen: P = P,: §,X — S 441 X. Es gilt:

(P00 (X0, %) = (P T)(X0, .- Xi-1,0, X, ..., Xg)
firi=0: (p-op)oe =0y,
.. . X1 Xi—1 X; Xq
fiir g, i > O: xop + (1 = xp)oy e, ,0, e, ———
1—x() 1—xo I—X() l—xo
. X
=xop + (1 — x)(gy 0 g™ "
1-1xp 1-xp

= (prooe =p-(op0e)
Fiir ¢ = 0,7 = 1 betrachten wir die Komplexabbildung
p:(Z2,0) > SX, Zo>me—>m-p mit p: Ag — X,eqg > p

Dann gilt
(p-o0)o&' = (pn)(co)

Dies gibt
(1) 04410 pg =1id—py_1 0 9, fiirg >0

(ii) 010 po =id—(pono
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3.4 Spezialfille

Zusammen:
6q+1 O Pg+ Pg-1 an =id-pon
= pon=id
trivialerweise gilt 7o p = id:

P ~sx—>SP

Mp — Mp —= mp

p und 7 induzieren auf der Homologie zueinander inverse Abbildungen, also ist
Hn: HX - HP =27

ein Isomorphismus, = HX = ker(Hn) = 0. O

Korollar 3.4.6 (Relative und reduzierte Homologie von ¥ € R"). Sei Y C R” eine nichtleere
Teilmenge. Dann ist der Zusammenhangshomomorphismus

AR" = HyR",Y) > Hy 1Y — A, R"
0 0

ein Isomorphismus.

Beweis. Nach 3.4.5 ist HR" = 0. Die lange reduzierte Homologiesequenz des Paares (R”,Y)
liefert die Behauptung. O

Definition 3.4.7 (Linear zusammenhingende Ridume). Ein topologischer Raum X heifit linear
zusammenhéngend oder wegzusammenhingend, wenn sich je zwei Punkte durch einen Weg ver-
binden lassen, d. h. Vx,y € X3 stetige Abbildung.

w: I —->X mitw0)=x,w(l)=y

Wir definieren Relation fiir x,y € X:

xRy < 3 stetige Abbildung w: I — X mit w(0) = x und w(1) = y. R ist Aquivalenzrelation.
Die Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relation heif3en lineare Komponenten von X.

Sei {X3)ien die Familie der Komponenten. Dann gilt X = |J 1eaX. Jedes X, ist linear zusam-
menhdngend und eine maximale linear zusammenhdngende Teilmenge von X. Jede linear zusam-
menhdngende Teilmenge von X liegt ganz in einem X,.

Satz 3.4.8. HoX = Z fiir X wegzusammenhdngend und nichtleerer topologischer Raum.

Beweis. Sei p € X fest gewihlt. Wir betrachten:

p: (Z,0) - SX, memp
=Ag

Es gilt
nop=id ()
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3 Die singuldre Homologie
Fiir jedes O0-Simplex o: Ag — X (das entspricht der Wahl eines Punktes x) fixieren wir ein
1-Simplex m(cg): A; — X mit
n(og) o &= oo
(o)oe! = p
Ein solches 1-Simplex existiert, weil X wegzusammenhéngend ist. Es gilt (nur fiir Grad 0):
A(n(o0)) = o9 — p = (id —p o n)(00),

d.h. d o r = id —p o n fiir Ketten des Grades 0. Deshalb induziert die Abbildung p o n auf der
nullten Homologie die identische Abbildung

H(pomnlz] = [(p on)(2)] = [(id -0r)(2)] (%)
= [z - 0(n(2))] = [z]
——
Rand

fiir 0-Zyklen z.
Zusammen haben wir mit () und (%) gezeigt:

Hp): H(Z,0)) > HX und Hn: HX — H((Z,0))

sind zueinander invers. a

Satz 3.4.9 (Die 0-te Homologie und lineare Komponenten). Seien X ein topologischer Raum,
{Xa}aen sei die Familie der linearen Komponenten von X und A C X Unterraum und

Ayp=X)NA.
Dann induzieren die natiirlichen Inklusionen
it (X, Ap) = (X, A)
eine Zerlegung in eine direkte Summe:

EB H(X,,A)) 5 H(X,A) Isomorphismus in GAb
AeA

Die Zerlegung kommt von der Zerlegung von S (X, A) in die entsprechende direkte Summe

@ S(XpA) — S(X,A)  in K(Ab).
AeA

Insbesondere ist HyX in natiirlicher Weise isomorph zu der von den linearen Komponenten von X
erzeugten freien abelschen Gruppen.

Beweis. Wir betrachten die Komplexabbildung

fastallec, =0
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3.4 Spezialfille

Diese Abbildung ist injektiv: Die ¢, liegen fiir verschiedene A in verschiedenen Raumen, d. h.
Yci1=0 < c;=0V¥1€A.
Diese Abbildung ist auch surjektiv: Sei c € S X, d. h.

c= E CoO,

o Simplex
von X

d.h. jedes o ist eine stetige Abbildung o: A, — X. Weil A, wegzusammenhiingend ist, gibt es
ein eindeutig bestimmtes 4 € A mit o(A;) C X,. Gezeigt: jeder der Summanden c, o liegt in
einem S X,. Also ist die Abbildung surjektiv. Die Abbildung ist damit ein Isomorphismus von
Komplexen.

Wir ersetzen die X, durch die A, und X durch A und erhalten ein kommutatives Diagramm

@AEASX/I E4>S)(

@AGASAA — A

dessen Zeilen Isomorphismen sind. Also gilt

D XA = D sx/ P SA

AeN g (X1.AD AeA AeA
= SX/SA
N —
=S(X,A)
Der Ubergang zur Homologie liefert die Behauptung. O

Korollar 3.4.10 (Die O-te Homologie des diskreten Raumes). Sei X ein diskreter topologischer

Raum. Dann gilt
HX =Pz

Beweis. Die linearen Zusammenhangskomponenten sind die einpunktigen Teilmengen von X. O

Definition 3.4.11 (Umgebungsretrakte). Seien X ein topologischer Raum und A € X ein Un-
terraum. i: A — X sei die natiirliche Einbettung. A heifit Retrakt von X, wenn es eine stetige
Abbildung

r-X—A

gibt mit
I”|A ZidA, rOiIidA,
d. h. r ist eine Retraktion von i und insbesondere surjektiv.
A heifit Umgebungsretrakt von X, falls es eine Umgebung U von A gibt, A C U C X, sodaf} A ein

Retrakt von U ist.
Beispiel: {0, 1} ist kein Retrakt von I, aber ein Umgebungsretrakt.
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3 Die singuldre Homologie

Satz 3.4.12 (Zerlegung der Homologie mit Hilfe von Retraktionen). Seien X fropologischer Raum,
A C X Unterraum, i: A — X natiirliche Einbettung und r: X — A eine Retraktion von i.
Dann ist der Homomorphismus

HX - HA® H(X,A)
[z] = ([S(Mz], [z])

=r(z) =i(2)

ein Isomorphismus in GAb.

Beweis. Wir betrachten

. |
0—>SA—% §X — S(X,A) —0 )

S(r)

Nach Definition gilt: 7 o i = id4, also
S(r)oS(@i) =idsa .

S (r) ist eine Retraktion von S (i), d. h. (x) zerfillt (in K(Ab), d. h.
SX=SAdSX,A)

Anwenden des Homologiefunktors liefert die Behauptung. O

Satz 3.4.13 (Homologiesequenz zu einem Retrakt). Sei A ein Retrakt von X. Dann zerfillt die
Homologie-Sequenz des Paares (X, A) in lauter kurze exakte Sequenzen:

=0 i B =0
0% HA S HX D HxA) S50

Beweis. Man ersetze in
5 5
Hy(X,A)—» HA - H)X - H,(X,A) > H,_1(X,A)

die Zusammenhangshomomorphismen durch 0. Es entsteht nach 3.4.12 wieder eine exakte Se-
quenz. Also miissen die ¢ bereits Null gewesen sein. O

3.5 Homotopie-Invarianz

Ziel: Homotope Abbildungen f,g: X — Y topologischer Riume induzieren homotope Abbildun-
gen
S(),S(g): SX = SY,

also dieselben Abbildungen auf der Homologie.
Satz 3.5.1 (von der Homotopie-Invarianz). Seien f,g: X — Y homotope stetige Abbildungen.
Dann sind S (f),S(g): SX — SY homotope Komplex-Abbildungen, d. h. es gibt eine Homotopie t

mit

S(f)=S(g)=dot+tod
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3.5 Homotopie-Invarianz

Korollar 3.5.2. Seien f,g: X — Y homotop. Dann gilt

Hf = Hg: HX — HY.

Korollar 3.5.3. Aus (X,A) = (Y, B) folgt H(X,A) = H(Y, B).
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es stetige Abbildungen

[ (X,A) — (Y,B)
g: (Y,B) — (X,A)
mit fog=1id,go f =id.
Nach 3.5.1 gilt dann aber
id=H(fog)=HfoHg
id=H(go f)=HgoHf
Alsosind Hf: HX — HY und Hg: HY — HX invers zueinander, also Isomorphismen. Analog

sind H(f|4): HA — HBund H(g|g): HB — HA zueinander invers, also Isomorphien. Betrachten
wir das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

H,A — > HyX — > Hy(X,A) —> H, 1A —> H, 1 X

oo NI

H,B H,Y H,(Y,B) — > H, |B—= H, Y

Nach dem Fiinferlemma ist f, ein Isomorphismus. m|

Korollar 3.5.4. Sei X ein kontrahierbarer Raum, also X = P = {p} homotopiedquivalent.
Dann gilt AX = 0. Genauer: 17: SX — (Z,0) ist eine Homotopie-Aquivalenz.

Vor dem Beweis von 3.5.1 zunéchst eine

Bemerkung 3.5.5. (i) Wir suchen 5, sodal3

Top —*> K(Ab) —2~ GAb

0
© H
Top’ — - > K’(Ab)
kommutiert
(i1) Seien f,g: (X,A) — (Y, B) homotope Abbildungen. Dann sind auch f,g: X — Y und

fla,gla: A — B homotop. Die Umkehrung gilt i.a. nicht!

Bsp:X=Y=I=1A= {0,1},B:I\{%},f:id.f: X — Yund fl|g: A — B sind Ho-
motopiedquivalenzen. Als Abbildung von (X, A) — (Y, B) ist f keine Homotopiedquivalenz:
Angenommen, doch: es gebe eine Homotopieinverse g: (¥, B) — (X, A), so gilt g(B) C A.
Also ist g auf jedem der beiden Teilintervalle [0, %) (% 1] konstant.

go f:(X,A) — (X,A) ist damit auf ganz X konstant, sagen wir

(g o)) =10 €{0,1}.
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3 Die singuldre Homologie

Eine Homotopie
H:gof=~id: (X,A) > (X,A) H;:X—->X, 0<s<1
nimmt sowohl den Wert ¢, als auch den Wert {0, 1} \ #y an, also auch den Wert %

Lemma 3.5.6 (Ein Kriterium fiir natiirliche Homotopie). Seien F°, F! zwei natiirliche Kettenab-
bildungen mit der Eigenschaft, daf3 die Komposition

SAy 5 ST Ag) L (Z.0)

unabhdngig ist von i € {0, 1}.
Dann existiert eine natiirliche Komplex-Homotopie

s: FO = Fl,
Natiirlich“: Die Komplexabbildungen F°, F! seien fiir jeden topologischen Raum X gegeben und
fiir jede stetige Abbildung f: X — X' ist
sx—Esuxx)
S(f)J/ J{S(idx.f)
SX’ — SUxX")

kommutativ.

Beweis. Wir haben eine Komplexhomotopie s zu konstruieren, d. h. Gruppenhomomorphismen
Sp: SX — Sk+1(IXX)
mit Ok Sk + Sk—_10k =F]?—F11 firkez (%)

Wir konstruieren die sy induktiv. Fiir k < 0 ist ;X =0, d.h. s, = 0.
Sei sy fiir alle k < g so konstruiert, dal3 (+) gilt. Wir haben s, zu konstruieren: Sei ¢,: A; — A, die
identische Abbildung. Wir betrachten ¢, als Simplex des Raumes A,. Wir betrachten die Kette

ci=F) = F —sg10y € SUXA.

g

1. Schritt: c ist ein Rand: es gibt ein b € S(I x A,) mit ¢ = 6b.
Zunéchst: ¢ ist ein Zyklus:

dc = OF% — 9F ' — Js4-10L

= Foal —Fl'o - 0s4-101 (FO, F! sind Kettenabbildungen)
= FO9 - F'ou— (F° - F' - 5,.10)0c (mit (+))
=0

Gezeigt: c definiert eine Homologieklasse

[c] € Hy(I X Ay).
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3.5 Homotopie-Invarianz

Behauptung: [c] liegt sogar in der reduzierten Homologie. Fiir ¢ = 0 ist das trivial. Es gilt

0 =ylc]l = [n(o)]

wegen

n(c) = T]FOLq - nFqu —154-1014 wg.g=0
N——
=0
= (F° = nF ')y
=0 wg, nF° = nF' nach Voraussetzung

Gezeigt: [c] € Hy(I x Ay).
I'xA; C R9+2 ist konvexe Teilmenge. D. h. also qu(l X Ay) = 0. = cist ein Rand, also

c=0b, b=by1€S1(IXAy
Definition von s, mit Hilfe von b:

5g: S¢X = S xX), o S@idxo)(b) (%)

2. Schritt: s, ist wohldefiniert.
o: A; — Xiststetige Abbildung. = idxo: I X A; —» I XX, (t,x) = (t,0(x)) ist stetig. Dies
induziert eine Komplexabbildung

S (id o)
SUXA) —— SUXX)

also einen Gruppenhomomorphismus

§ o1 (id x0)
Sq+1(1 X Aq) —_— Sq+1(l x X),

also ist (<) wohldefiniert.

3. Schritt: s, ist natirlich.
Seien h: X’ — X eine stetige Abbildung und o’: A, — X’ ein g-Simplex von X’. Dann ist zu
zeigen:

SX ——= S I xX")
\Lh 0! lS 4(id xh)
SqX e Sq+1(1 X X)
ist kommutativ.
S (id xh)s,(c”) = S (id xh)S (id xo")(b)

= S (@id xha')(b)
= 54(ho’)
= 54(S(W)(0"))
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4. Schritt: Beweis von (x) fiir k = q.

(0sg)o = 0S (id xo)(b)
= S(id xXo)db (denn S (id xo) ist Kettenabbildung)
= S(@1d xo)c (Definition von c)
= S ({d x)(Fty = Fliy — s4-10t9)
= FOs (0)g — FlS(O')Lq = 54-1(8 (0)(0ty))
= FOO'Lq - FIO'Lq — 54-10s(0)y
=Flo-Flo- Sq-100
= asq:FO—Fl—sq_lé

= (9sq+sq_1c')=F0—F1

Beweis (der Homotopie-Invarianz, Satz 3.5.1). Seien
fo9: (X, A) - (Y. B)
stetige Abbildungen und
®: f~g
eine Homotopie. Fiir beliebige topologische Raume Z und ¢ € I sei F,, = F' folgende stetige
Abbildung:
F':Z—>IxZ
x> (1, x)
Fiir Z = X gilt damit
OoF'=f OcF' =y

Es geniigt deshalb eine Homotopie
s:SFO~SF': S(X,A) > SUXX,I X A)

zu konstruieren:

SO@os: SOoSF' ~ SOoSF!
=S(@oF)=S(f) =S(®oF")=S(g)

Fiir r € I induziert F*:
SF':SZ - SUxZ)
= SFlc= t} %
c ZO—:CO-O'H c Zco.{} o

T Abb.
Aq»—>1><Z

x> (t,0(x))

= Summe der Koeffizienten von S F’c ist unabhingig von r. = n o S F' ist unabhingig von f.
Wegen 3.5.6 folgt: S F und S F! sind Kettenhomotopien.

Sei A C X ein Unterraum, F': Z — [ X Z,z > (t,z). Dann gilt SF'SA C S(I X A) ¥t € 1. Wegen
der Natiirlichkeit von S gilt auch
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3.5 Homotopie-Invarianz

S(SA) S SUxA)

und wir haben das kommutative Diagramm:

SX —>SUIxX)

A——>S(IxA)

Durch Ubergang zu den Faktorkomplexen erhilt man eine Komplexhomotopie

s:SFO~SF': S(X,A) > SUXX,IXA)

Definition 3.5.7 (Deformationsretrakte und starke Deformationsretrakte). Seien (X, A) ein topolo-
gisches Paar, .. A — X die natiirliche Einbettung. Dann heifst A Deformationsretrakt von X, wenn
es eine Homotopie

0, X-X tel

gibt mit
@0 = idx und @1(X) = A, ®1|A =1

In dieser Situation ist
r=01: X-A

eine Retraktion und es gilt
rot=1dy tor=~idy

d. h. v und r sind homotopieinverse Homotopiedquivalenzen. Insbesondere sind
H®,: HX —» HA Hi: HA - HX
Isomorphismen. Wenn fiir jedes t € I sogar ein ©® mit
Ofa =1
existiert, so heifit A starker Deformationsretrakt.

Beispiel 3.5.8. (i) Sei p € X ein Punkt und A = {p}. Dann ist A genau dann ein Deformations-
retrakt von X, wenn X kontrahierbar ist.

(ii) Die n-Sphdre 8" := {x € R"™"! | ||x|| = 1} ist ein starker Deformationsretrakt von R"*! \ {0}.
Man setzte

O:(x) = (1 —t- L))c

[lxll

(iii) Die Deformation von (i) zeigt auch: S" ist ein starker Deformationsretrakt von 8! \ {0}
mit B {x € R"*! | ||x]| < 1}. Insbesondere gilt

HS" = HB™' < {0) = HR™! <\ {0})
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3 Die singuldre Homologie

3.6 Baryzentrische Unterteilung

Definition 3.6.1 (Unterteilungshomomorphismus). Fiir nichtnegatives ganzes q heifle

1 1
B, = (—,...,—)eAq
q+1 qg+1

Baryzentrum oder auch Massenmittelpunkt von A,. Fiir jedes (q — 1)-Simplex
g. Aq—l - Aq

bezeichne
Bo = Bq oo

das Simplex von A, dessen Bild der Kegel mit der Spitze B, und der Basis Im(c) ist. (vgl. Beweis
von 3.4.5).
Durch die Fortsetzung erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

B,: S4-10g = Sy,
Fiir jeden topologischen Raum X und fiir jedes ganzzahlige q > 0 sei
Bo =1idSoX — SoX

seien 0,B1, . .., Bqy-1 bereits definiert. Dann sei B,: S ;X — S§,X der Gruppenhomomorphismus
mit

Bq(tq) = Bqﬁq—l(alq)
Bq(o_) = S(O—)(ﬁq(Lq))
fiiryy =id: Ay = Ay, 001 Ay = X.
Wir erhalten eine Komplexabbildung B: SX — S X.

Satz 3.6.2 (Durchmesser mehrfacher baryzentrischer Unterteilungen). Fiir jedes g > 0 und jedes
reelle € > 0 gibt es ein N(e, q) derart, dap fiir jedes n > N(e, q) und alle Simplizes T der Kette

¢ = PBaly) €S 40

einen Durchmesser
I7ll < &

hat. Mit anderen Worten, alle Koeffizienten c, zu Simplizes mit einem Durchmesser > € sind 0.

lI7ll == sup{llr(x) = 7@l | x,y € Ay}
Beweis. 1. Schritt: 8: SX — SX ist natirlich in X
d. h. fiir jede stetige Abbildung f: X — Y hat man ein kommutatives Diagramm
SX LN SX

Sfl O J/Sf
SYLSY
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3.6 Baryzentrische Unterteilung

Fiir jedes g-Simplex o: A, — X gilt:

S(HB@) = S(FHS ()(B(g)))
= S(f o 0)(B(y))
=p(fo0)
= BS (f)(0)
=  S(f)oB@)=BoS(f)

2. Schritt: g ist Kettenabbildung (953, = 5,-10)
Fiir stetiges o: A, — X und g > 0 gilt

0(By0) = O(S (o) © By(1y)) (Definition von 3)
= 0(S (0)(Byfy-1(01y))) (Definition von S,(t,))
= §(0)0(ByBy-1(0ty)) (S (o) ist Kettenabbildung)
= S(0)(By-1(0ty) — B4-10(B4-1(01y))) (siehe unten)
= S(0)(By-10ty) — S (0)(By-1B4-2001, (nach Induktionsvoraussetzung)
=0
= Bg-1(S(0)(0ty)) (Natiirlichkeit von )
= B4-100 (S (0) ist Kettenabbildung)

Zum 4. Gleichheitszeichen: Fiir jeden Punkt P in A, ist die ,,Multiplikation mit P eine Kettenho-
motopie:
OP + Pd =id-Pon

(vgl. Beweis zu 3.4.5) Der Term P o 7 ist wegen ¢ > 0 in unserer Situation gleich Null.

3. Schritt
Sei o: A, — RX ein lineares Simplex mit den Ecken p, ..., p,.
Dann gilt
|lp = p|| < max{llp - pill 1i=0,....q}  fiir p,p’ € (A,) ()
lloll < max{||pi — pj|| 14/ =0.....4) (%)
Zu (x):

p=) X, Y x=1
q

- ||p—p'||=H[zx;]p-pf
=0

q
Z Xip = X;pi
i=0

< D Xl =pil
< (> %) maxillp - pil 1i=0......q)
=max{|lp—pill [i=0,....q},

und () folgt aus ().
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4. Schritt

Sei o0: Ay, — RX ein lineares Simplex. Dann besteht B(c) aus Simplizes eines Durchmessers
< % llo|l. Insbesondere besteht S(t,) aus Simplizes eines Durchmessers < # ”Lq”.

Aus der Definition der Kegelkonstruktion von 3.4.5 ergibt sich

(i) Vertrdglichkeit mit linearen Abbildungen. Fiir jedes singuldre Simplex 7: A, — R’ jeden
Punkt p € R* und jede lineare Abbildung f: R® — R’ gilt

SUHp)=f(p)-for

1.6.05 (1) Ist 7: A, — R® ein lineares Simplex mit den Ecken qq,...,q, € R, g; = 7(e;) und p € R,
soist p-7: Arp1 — R ein lineares Simplex mit den Ecken p, qo, . . ., ;-

Seio: A; — R’ ein lineares Simplex. Dann:

B(o) = B(S (0)(ty) = S(0)B(y) (Natiirlichkeit von )
= S(0)(By - B4-1(0ty)) (Definition von 3)
= 0(By) - S(0)(By-1(0ty)) (Eigenschaft (i))
= 0(By) - B4-1(S (0)0ty) (Natiirlichkeit von 3)
= 0(By) - B4-1(00) (S (o) ist Komplexabbildung und S (o)(¢y) = o)

q
o(By) - Z(—l)jﬂq_l (oeh) (Definition von 9)
j=0

q
D (~Dio(By) - Byr(e)

j=0
= f(o0) besteht aus Simplizes der Gestalt
o =0(By) -7

wobei 7 ein Simplex der Kette

By-1(0e’)

ist. Das Simplex 0’ — o (B,) -  hat einen Durchmesser ||p — p;l|, wobei p und p; Ecken von o sind.
Dann sind entweder p und p; Ecken von 7 oder oBdA p = o°(B,). Im ersten Fall:

o1l = tlp = il < el < == <]
<L oy
q
q
<o
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Zum zweiten Fall:

“‘7,” =llp = pill = ||0'(Bq) - Pi” fiir ein i
- #Z:(:) mpﬂ — Di
= ;) qﬁ(pu pi)
< S ol
< g+1 4 Pu — Di
q
< e

Satz 3.6.3 (Kettenabbildungen, die in Dimension O iibereinstimmen). Seien
yo, yl :SX - SX
zwei natiirliche Komplexabbildungen, die in der Dimension 0 iibereinstimmen:
Yisox = ¥'lsox-
Dann existiert eine natiirliche Homotopie

Y=

Zur Erinnerung: natiirlich heift: v fiir alle X gegeben und fiirV f: X — X' stetig ist

SX —5 SXS(f)

sml o |

SX SX’

i
Yy

kommutativ.

Beweis. Sei J die stetige Abbildung

J: X —>IxX

x b (0,x)
Sei Fi, i € {0, 1} die Komposition
. i S
Fiosx 5 sx 2L saxx.
FO, F! stimmen ebenfalls in Dimension 0 iiberein, d. h. 7 o F = o F!. Nach 3.5.6 existiert eine

natiirliche Homotopie
s: FO~ Fl, (%)
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Sein: I X X — X, (¢, x) — x die Projektion auf den zweiten Faktor. Die Komposition von () mit
S () liefert Homotopie
S(m)os: S(m)oF*~S(m)oF.

Es gilt
S(myoF' =S oSJoy
=S(moJ)oy
=S(@d)oy =9

3.7 Kleine Simplizes und Ausschneidungen

Bemerkung 3.7.1. Ziel ist der Vergleich H(X, A) mit H(X \ B,A \ B).

Definition 3.7.2 (Singuldrer Komplex eines Systems von Teilmengen). Sei X ein topologischer
Raum und U ein System von Teilmengen von X.

sU

sei der kleinste Teilkomplex von S X, welcher alle Teilkomplexe S U mit U € U enthiilt.

SU= ) SU,

UeU
d. h. SU besteht aus allen Z-Linearkombinationen von Simplizes
o:AN;—> X, q=0,1,... mito(Ay) C U fiireinU € U.

S U heift Komplex der U-kleinen singulidren Ketten von X.
Sei A C X ein Unterraum. Wir setzen U N A := {U N A}yey. Dann gilt

S(UNA)cSU
als Teilkomplex. Bezeichnung:
S(U,UNA)=SU/SUNA)
Wir erhalten ein kommutatives Diagramm von Komplexmorphismen mit exakten Zeilen:

0—=SWNA)—=SU —>SU.UNA) —>0

Lo

0 SA SX S(X,A)

0

Satz 3.7.3 (Vergleich der Homologien S (X, A) und S(U, U N A)). Seien (X, A) ein topologisches
Paar, U ein System von Teilmengen von X. Es gelte: Jeder Punkt x € X sei innerer Punkt von A
oder innerer Punkt eines U € U.

Dann ist die natiirliche Abbildung S(U,U N A) — (X, A) eine Homotopiedquivalenz, induziert
also einen Isomorphismus HS (U, U N A) — H(X, A).
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Korollar 3.7.4 (Ausschneidungssatz I). Seien (X, A) ein topologisches Paar und Y C X ein Unter-
raum mit
X=YUA

Dann induziert die natiirliche Einbettung
J: (LY NA) = (X, A)

eine Homotopiedquivalenz
SY,YNA) - SX,A)

und damit Isomorphismen
HY,YNA) > HXA)

Korollar 3.7.5 (Ausschneidungssatz II). Seien (X, A) ein topologisches Paar und B C A eine Teil-
menge mit

BCA
Dann induziert die natiirliche Einbettung

(XN B,A\ B) - (X,A)

eine Homotopiedquivalenz
S(XNB,A\B) - S(X,A)

also einen Isomorphismus
H(X N\ B,A\ B) > H(X,A)
Beweis (von 3.7.4 und 3.7.5). 3.7.4 ist Spezialfall mit
U =1{Y}.

3.7.5 erhélt man aus 3.7.4, indem man Y durch das Komplement B = X \ Y ersetzt. m|

Beweis (von 3.7.3). 1. Schritt
Fiir jede Kette ¢ € §,X gibt es ein n € N mit

B'(c) € SV mit V = U U A},
Da c eine endliche Linearkombination von Simplizes ist, konnen wir annehmen:
c=0:A;—> X
ist ein Simplex von X. Nach Voraussetzung bilden die
VmitVeV
eine offene Uberdeckung von X. Also bilden die
W= '(V)mitVeV

eine offene Uberdeckung W von A,.
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Sei & > 0 eine Lebesgue-Zahl dieser Uberdeckung, d. h. jede Teilmenge von A, mit einem Durch-
messer < & liegt ganz in einer Menge W € W. Dieses ¢ existiert, da A, kompakt ist. Nach 3.6.2
gibt es eine baryzentrische Unterteilung

IBn(Lq)

derart, daB jedes Simplex von "(¢,) einen Durchmesser < & hat, also in einem W € W liegt. Damit
liegt jedes Simplex von

s()(B"(tg)) = B (s(o)y) = B"(0)
ganz in einem VmitV e V,dhpg(o)eS)

2. Schritt: j: S(U,UNA) - S(X, A) ist Homotopieaquivalenz
Weil die Komplexe S(U, U N A) und S (X, A) frei sind, reicht es zu zeigen, j induziert einen Iso-
morphismus auf der Homologie. Wir betrachten die Homologiesequenz zur kurzen exakten Kom-
plexsequenz

0-SWU,UNA) - SX,A) - SX,A)/SU,UNA) - 0.

Esreicht z.z.: H(S(X,A)/S (U, U N A)) = 0. Dazu reicht z. z.: jeder Zyklus von
K=S(X,A)/SWU.UNA) =SX/SA+SU) = SX/S(V)

ist ein Rand. Ein Zyklus von K wird reprisentiert durch eine Kette

zeSXmitdze S(V) (V=UU{A).
Nach Konstruktion ist die baryzentrische Unterteilung eine Kettenabbildung

B:SX - SX,

die in der Dimension 0 mit der identischen Abbildung zusammenfillt. Dasselbe gilt fiir

B SX—>SX mit n=12,....
Nach 3.6.3 gibt es eine natiirliche Homotopie

s: Bt ~id.

Genauer gilt
id=0s+ sd+p"

und speziell fiir z wie oben:
z=0sz+ s0z+ 'z (%)

Wir kénnen annehmen, 7 ist so gro3 gewihlt, daf} alle Simplizes von "z klein sind beziiglich V,
d.h. "z € S(V). Wir wollen zeigen: z représentiert einen Rand von K, d. h.

z = Rand + Kette von S (V)

Wir betrachten (x): Nach Voraussetzung gilt: dz € S (V). Weil s natiirlich ist, folgt: sdz € S (V).
Gezeigt: (+) ist eine Darstellung von z in der gewliinschten Gestalt. O
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3.7 Kleine Simplizes und Ausschneidungen

Definition 3.7.6 (Bukett punktierter topologischer Rdume). Ein punktierter topologischer Raum
ist ein Paar
(X, x)

bestehend aus einem topologischen Raum X und einem Punkt x € X. Der Punkt x heif3it dann auch
Grund- oder Basispunkt. Eine stetige Abbildung

[ Xx) =Xy

punktierter topologischer Riume ist eine stetige Abbildung f: X — Y mit f(x) = y.
Die punktierten topologische Raume bilden Kategorie Top,. Diese kann man als Teilkategorie von
Top® auffassen:
Top, — Top(z)
(X, x) = (X, {x})
Seien (X, p) und (Y, q) Objekte von Top,. Dann heifit das folgende Objekt von Top, Bukett von

(X, p) und (Y, q):
X VY :=XUY/~

Dabei sei ~ die Aquivalenzrelation, die die Basispunkte identifiziert, d. h. die Aquivalenzrelation
mit den folgenden Aquivalenzklassen:

{p.q}, {x}firxe X~ {p}, {y}firyeY \{q}

Die Ausgangsrdume lassen sich mit Teilmengen des Buketts identifizieren vermittels der Abbildun-
gen

X—->XVY Y->XVY
x - [x] y e [yl

Dann gilt
XVvY=XUY XNY=x=[p]=I|q]

Die Topologie des Buketts ist so definiert: Eine Teilmenge U C X V Y ist genau dann offen, wenn
UnXoffeninXund UNY offeninY.

Satz 3.7.7 (Homologie eines Buketts). Seien (X, p) und (Y, q) Objekte von Top,. Die Abschliefsung

{p} von {p} besitze eine Umgebung U C X derart, daf; eine stetige Familie

di: (Up) — X,p), tel

existiert mit dy = id, d{(U) = {p}. {p} ist Deformationsretrakt einer Umgebung von {p}. Dann
induzieren die Einbettungen

it X—->XVY, j:Y->XVY
einen Isomorphismus

HX,p)e H(Y,q) » HX VY, %)

([a], [B]) & [ix(@) + j«(B)] = ila] + j.B]
bzw. HX®HY - HXVY)
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3 Die singuldre Homologie

Beweis. Nach 3.4.2 reicht es, eine der beiden Isomorphieaussagen zu beweisen. Wir betrachten die
reduzierte Homologiesequenz des Paares (X V Y, Y). Y ist ein Retrakt von X Vv Y. (Man wende auf
die Projektion X — {p} den Funktor VY an). Deshalb degeneriert die Homologiesequenz dieses
Paares (3.4.13):

0 HY > HXVY)S HXVYY)—0

Die natiirliche Einbettung von ¥ — X V Y besitzt eine Linksinverse. Deshalb zerfillt diese Se-
quenz:
HAY®HXVYY)=HXVY)

Diese Isomorphie wird realisiert durch die natiirliche Einbettung von ¥ — X Vv Y und irgendeinem

Schnitt von H(X V Y) 5H (X Vv Y,Y). Esreicht z. z.: die natiirliche Einbettung (X, p) = (X V Y, Y)
induziert Isomorphismus:
HX,p) > HXVY,Y).

Zum Beweis benutzen wir die im Satz angegebene Homotopie d;.
d:IxU—X
induziert stetige Abbildung
d:(IxU)VY->XVvY=dxid

Der Basispunkt von I X U sei (0, p). Damit haben wir kommutatives Diagramm

IxU)VY L sxvy

lolm

(wobei die vertikalen Pfeile die natiirlichen Projektionen bezeichnen). Es gilt:
Plixu(t, u) = d(t, u) ¢lixu(0, p) = d(0, p) = [p]
Plixy(t,y) =y = ¢lixy(0,9) = [q]

 definiert stetige Familie
¢ (UVYY)> (XVYY)

Fiir r = 0 erhalten wir die identische Abbildung (wegen dy = id). Fiir t = 1 erhalten wir eine
Abbildung mit Werten in ¥ wegen d(U) = {p}. Die induzierte Familie

Ho,: HUVY,Y) > HXV Y,Y)

istfiirt =1: Hp, = 0.
Die natiirliche Einbettung
UVvY->XVY

induziert Nullabbildung auf der Homologie. Daher haben wir kommutatives Diagramm mit exak-

ten Zeilen (Homologiesequenz eines Tripels:

— Y HXVYY) —>HXVY,UVY)—>HUVYY)

. | |

H(U, p) H(X, p) HX,U) H(U, p)

0
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3.8 Die MAYER-VIETORIS-Sequenz

Die obere Zeile ist Teil der Homologiesequenz zum Tripel (X V Y, U V Y, Y), die untere Zeile die
zum Tripel (X, U, {p}). Die linke Abbildung der oberen Zeile ist 0 wegen obiger Argumentation.
Die der unteren Zeile aus denselben Griinden mit ¥ = {g}. Die vertikalen Abbildungen kommen
von der natiirlichen Einbettung

X, U p) S (XVY,UVYY)

Die Projektion Y — {g} induziert Abbildung in umgekehrter Richtung, d. h., alle vertikalen Abbil-
dungen besitzen Linksinverse, sind also injektiv. Der Ausschneidungssatz fiir die mittlere Abbil-
dung liefert:

Y\{«s}CcUVY

kann entfernt werden.
(Dazu: reicht zu zeigen: V := U V Y offen in X V Y, auBlerdem Y \ {x} C U Vv Y. Zum ersten:
VNX=Uoffenin X, VNY = Y offen in Y. Zum zweiten:

=XYNYNUXNX)=YUYNX=YU@CUVY)

Die Abbildungen in der Mitte und rechts sind so Isomorphismen. Die Abbildung links ist nach
Fiinferlemma auch Isomorphismus. O

3.8 Die Maver-VieToris-Sequenz

Bemerkung 3.8.1 (Bezeichnungen). Sei X topologischer Raum, X1, X, Unterrdume (also ist (X, X1, X>)
Triade). i, : X, — X mit u = 1,2 bezeichne die natiirliche Einbettung.
Ziel ist der Vergleich von H(X; U X3), HX|, HX,, H(X| N X?).

Definition und Satz 3.8.2 (Ausschneidungstriaden). Fine Triade (X, X1, X7) heifit ausschneidend
oder auch Ausschneidungstriade, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(i) Hiy: HX1, X1 N Xo) = H(X, U Xy, X) ist bijektiv.
(ii) Hiy: HX,, X1 N X)) —» H(X| U X5, X)) ist bijektiv.
(iii) (Hiy, Hiz): H(X1,X; N Hy) ® H(Xa, X, N X2) — H(X, U Xo, X; N Xa) ist bijektiv.

(iv) Hi: HS{X1,X2} —» HS (X, U X3) = H(X, U Xy) ist bijektiv.

- S{X1LX SXIUXD)\ s pii g s
(v) H@): H(S({Xllmé})) - H(SEXiﬂXZ;) ist bijektiv.

(vi) Hp: H( — H(350855) = HX. X1 U X,) ist bijektiv.

S{X, Xz}) S (X1UX7)

mit
{X],Xz} SX] +SX2
i: S{X1,Xo} = S(X1 UXy) natiirliche Einbettung
p: SX/S{X1,Xo} = SX/S(X1 U Xp) natiirliche Projektion
7

sel induziert durch i
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3 Die singuldre Homologie

Beweis. Wir betrachten die kurzen exakten Sequenzen von Komplexen:

SX i SX1UXp) S(X1UXp)
00— — -
S(X1NXo) SX> S{X1, Xa}

-0

Wir haben Exaktheit nach Homomorphiesatz (0 — A/C 5M /B — MJ/(A + B) — 0 und weiter
Y/Ima = (%)/428 = M/(A + B)). Weiter haben wir:

S(X1 UXp)
—_—
S{Xy, X0}

S{X1, X2} 1 SX1UXp)  SX3UXp)
— - - -
SXinXy) SXinXp) S{X1, X0}
S(X;UXy) SX P SX

— - -0

S{X1, X0} S{X1, X2} S(X1,X2)

0 — S{X1, X2} 58 (X, U Xy) —

00—

Aufgrund der zugehdrigen langen Homologiesequenzen sind die Bedingungen (i),(iv),(v) und (vi)
dquivalent zu

o (S (X3 U Xz))
S{X1, Xo}
Insbesondere gilt (i) & (iv) & (v) <= (vi). Aus Symmetriegrynden gilt dann aber auch
(il) & (iv) & (v) <= (vi). Es reicht nun zu zeigen: (iii) <= (v). Das ist aber der Fall
aufgrund des folgenden kommutativen Diagramms:

SX o SX, = S{X1,X0}
SXinXy) Y S(XinXz) S(X1NX,)
(il,i2)l J{i
S(X1UX5) _ SX1UXp)
S(X1NX3) - S (X1NX3)
(i1, i) und i sind gleich bis auf Isomorphie. O

Beispiele:
(1) Falls X; und X, offen sind in X; U X>, so ist
(X1 U X2, X1, X2)
eine Ausschneidungstriade (nach Ausschneidungssatz Variante I und (iv)).

(i) Andere Beispiele sind sogenannte CW-Riume und ihre CW-Unterrdume. Polyeder sind Spe-
zialfdlle solcher CW-Réiume.

(i) (X, X1, Xp) mit X = R, X; = (—00,0], Xp = (0, o) ist keine Ausschneidungstriade. Man
iiberpriife (i):
H(X1, X1 NXy) — H(X; U X3,X5)
Il I

H((=0,0],2) H(R, (0, ))
I 1]
H((—e0,0]) H(R,{1})

Il 1l

(2,0) HR)=0
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3.8 Die MAYER-VIETORIS-Sequenz

Das zweite Gleichheitszeichen rechts ergibt sich, da es eine Deformationsretraktion gibt,
das dritte, da R kontrahierbar ist.

Korollar 3.8.3 (Absolute MAYER-VIETORIS-Sequenz). Fiir jede Triade (X, X1, X») ist

0—SXiNX2) —S§X; 85X, — 5{X1, X0} —0

¢ (C’ _C)’ (Cl, b) >a+b
exakt. Falls (X, X1, X») ausschneidend ist, hat die zugehorige lange Homologiesequenz die Gestalt

— Hq(Xl NnX;) — HqX1 @Hqu - Hq(Xl UXp) — Hq_l(X] NXp) —....

Beweis. Folgt aus Bedingung (iv) von 3.8.2. O

Satz 3.8.4 (Relative Version der MaYer-VieToris-Sequenz). Fiir jede Triade (X, X1, X2) hat man
eine exakte Sequenz von Komplexen
SX SX SX SX

— — 0. (%)

0—- - ®
SX1NXy) S Xy SX; S{X1, X5}

Falls (X, X1, X») ausschneidend ist, hat die zugehdrige Homologiesequenz die Gestalt

o Hy(X, X1 N X5) »Hy(X, X)) @ Hy(X, X2) — (%)
—)Hq(X, XiUXp) — Hq_l(X, XiNnXp) — ...

Beweis. (xx) folgt aus (x) und 3.8.2 (vi). Zur Exaktheit von (x):

[c] = ([c], [=¢cD, ([al, [b]) = [a + D]

liefert sofort Komplexheit. Die Surjektivitit der rechten Abbildung ist trivial. Ebenso die Injekti-
vitit der linken. Exaktheit in der Mitte: Sei ([a], [p]) ein Element aus der Mitte, welches in die 0
abgebildet wird.

SX

E —
S{X1, X0}

OBdA konnen wir annehmen, in der Kette a kommen keine Simplizes von X; vor, in b keine von
X5. Wegen (s = =) gilt

[a+D]=0 (3 % %)

a+b=ci+comitc; € SX;,c20 € 5Xp

= a = cp,b=cy. Wir setzen ¢ = ¢co — ¢; = a — b. Dann ist [c¢] ein Element von %, dessen
1 SX o SX
Bild in X (&) %,
([c], [=cD) = ([a = b, [b — a]) = ([al], [b])
ist. O
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3 Die singuldre Homologie

Satz 3.8.5 (Zusammenhangshomomorphismus der absoluten MAYER-VIETORIS-Sequenz). Der Zu-
sammenhangshomomorphismus der MAYER-VIETORIS-Sequenz von 3.8.3 ist die Komposition der
folgenden Abbildungen:

Y B Y
Hq(Xl U Xy) (—> Hq(Xl U X5, X») ? Hq(Xl,Xl NnNX;) — Hq—](Xl N X5).

Dabei sei « induziert durch die Einbettung

(X1 UX2,2) = (X1 U X, X2).
B komme von der Ausschneidungsbedingung (i), d. h. von der Einbettung

(X1, X1 N X2) = (X1 U Xz, X7).
Die Abbildung vy sei der Zusammenhangshomomorphismus der langen Homologiesequenz des
zugehorigen Paares (X1, X1 N X3).
Beweis. Vergleich der beiden Definitionen fiir die beiden Zusammenhangshomomorphismen. Sei
u € H(X| U X,) = HS{X1, X»}. Wahl eines Reprisentanten von u:

c1+ceS{X,X2), c1€S8SXi,c0eSXy, Oci+dcy; =0.
Wabhl eines Urbilds von ¢ + ¢z in S X| & S X3: (¢1, ¢2). Randoperator anwenden:
(0c1,0ca) = (Ocy, —0cy)

Urbild in S (X1NX>): dc;. Bild von u beim Zusammenhangshomomorphismus der MAYER- VIETORIS-
Sequenz ist gerade
[0c1] € HX ) N Xy).

Dies ist gerade das Bild von u bei der Zusammensetzung von a, 8 und 7. O

Satz 3.8.6 (Zusammenhangshomomorphismus der relativen MAYER-VIETORIS-Sequenz). Der Zu-
sammenhangshomomorphismus der relativen MAYER-VIETORIS-Sequenz von 3.8.4 ist gerade die
Komposition

Hy(X. X1 UXD) S byt (X U X, X0) 5 Hy (X, X0 0 X0) D Hyo (XX 0 X)
Dabei seien a der Zusammenhangshomomorphismus zu (X, X1 U X3, X1), B der Ausschneidungsi-

somorphismus, d. h., 8 kommt von der Einbettung (X, X1 N X)) — (X, X1 N X») und y komme von
der Einbettung X,, X1 N X3) — (X, X1 N X3)

Beweis. Man verwende

HX, X1 UXy)=H(SX/S{X1,X2)})

und dhnliche Argumente wie beim Beweis von eben. ]
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3.8 Die MAYER-VIETORIS-Sequenz

Satz 3.8.7 (Funktorialitit). Sei f: (X, X1, X») — (Y, Yy, Y») eine stetige Abbildung von Ausschnei-
dungstriaden. Dann induziert f einen Morphismus zwischen den absoluten bzw. relativen MAYER-
VIETORIS-Sequenzen

MV(X, X1, X5) (kommutatives Diagramm)

|

MV(Y, Y1, Y»)

Beweis (und genauere Formulierung). Ubung. O

Satz 3.8.8 (Reduzierte MaYER-VIETORIS-Sequenz). Sei (X, X1, X») eine Ausschneidungstriade mit
X1 N X, # @. Dann besteht eine exakte Sequenz

MV ... = H(X; N X2) = H (X)) ® Hy(X2) = H,(X, UXp) = H,1(X1 N X2) = ...

Beweis. Sei p € X1 N Xy, P = {p}. Dann ist (P, P, P) eine Ausschneidungstriade (weil P offen in
sich). Also ist H(P, P N P) — H(P U P, P) ein Isomorphismus. Die natiirliche Einbettung

a: (P,P,P) = (X, X1,X3)
induziert einen Morphismus der zugehodrigen MAYER-VIETORIS-Sequenzen
MV(a): MV(P,P,P) - MV(X, X1, X»).

(a ist Komplexmorphismus.) Die Gruppen der gesuchten exakten Sequenz treten als direkte Sum-
manden der Sequenz
MV(X, X1, X>)

auf, wobei die anderen direkten Summanden gerade die Gruppen von MV(P, P, P) sind. Zum Be-
weis der Behauptung reicht es, z. z.:

MV(X, X1, X,) = M(P, P, P) ® MV

Es reicht also z.z.: MV(«) ist Teil einer zerfallenden exakten Sequenz von Komplexen. Wir be-
trachten die stetige Abbildung von Triaden

B: (X, X1,X2) - (P,P,P) x& p.

Es gilt: Bo a = id, a besitzt also Linksinverses, also besitzt MV () ein Linksinverses MV(3), d. h.
MV(B) o MV(a) = id, die Komplexsequenz

MV(X, X1, X2)

MV(a)
0 —» MV(P,P, P MV(X, X1, X
- ( ) —— (X, X1,X2) — MV(P.P.P)

zerfillt. Aus der Exaktheit von MV (X, X1, X3) und MV(P, P, P) folgt also die von MV. m|
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3 Die singuldre Homologie

Bemerkung 3.8.9 (Homologie eines Buketts). Sei (X, X1, X») eine Ausschneidungstriade mit
XinX,#@, HX UX)=0.
Wegen der reduzierten MAYER-VIETORIS-Sequenz ist dann
H, X1 & HX> — Hy(X, U X)

ein Isomorphismus. Im Fall, da3 X = X; V X, das Bukett von X, X> ist, erhalten wir gerade 3.7.7.
Der Beweis von 3.7.7 bestand im wesentlichen gerade darin, zu zeigen, dall unter den dortigen
Bedingungen (X, X1, X) eine Ausschneidungstriade ist.

Beispiel 3.8.10 (Satz von Jorpan). Sei (X, X1, X») Ausschneidungstriade mit
XinX,#2, HX NX3) =0.
Also liefert die reduzierte MAYER- VIETORIS-Sequenz einen Isomorphismus
Hy (X1 N X)) - H, X, ® H,X>.

Spezialfall: Sei U € R" eine dicke Sphdre, eine offene Teilmenge, die homdomorph ist zu
S x(=1,1). Sei ®: 8" ! x (=1, 1) = U ein Homdomorphismus. Die Menge

T =S x {0)

heie Skelett der dicken Sphére U.
V=R"\Z

Dann ist (R, U, V) Ausschneidungstriade (R* = U U V mit U, V offen). Es gilt
UNV=U~Z=0S"%x(-1,00US""'%x(0,1) # 2
HUUV)=H®R" = 0.
Damit gilt:
HUNV)=HU® HV
= Hy(UNV) = HU®®HyV
Hy(U) = HS"' x (-1,1)) =0,

weil 8" ! x (=1, 1) linear zusammenhédngend ist fiir n > 1. Weil U N V in zwei linear zusam-
menhiingende Teilmengen zerfillt, gilt Hy(U N'V) = Z.

=>H(V)=Z = Hy(V)=ZoZ

Also teilt das Skelett X"~! C R” einer beliebigen dicken Sphire im Fall n > 1 den R” in zwei
lineare Komponenten.

Beispiel 3.8.11 (Homologie einer Suspension). Sei (X, Xi,X») eine Ausschneidungstriade mit
X NX, #@, HX, = HX, = 0. Die reduzierte Maver-VieTorIs-Sequenz liefert einen Isomor-
phismus

Hy (X, UXo) = Hy 1 (X N X)
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wirklich?

3.8 Die MAYER-VIETORIS-Sequenz

Spezialfall: Suspension XX eines Raumes X.
XX =1[0,1] x X/~

entstehe aus dem Zylinder / X X durch Kontraktion des Daches und des Bodens in einen Punkt.
~ sei Aquivalenzrelation mit den Aquivalenzklassen

{0} X X, {1} X X, {(#, ¥ }rerxex

Die natiirliche Abbildung X — XX ist surjektiv. £X sei mit Faktortopologie versehen. Wir haben
stetige Abbildung
h:2X -1, [t,x]+—t

CoX = h7'(0,1] und C;X = h~'[0,1) sind offene Teilmengen der Suspension XX, welche
homoomorph zu einem Kegel iiber X sind, d. h. CyX, C| X sind kontrahierbar.

s C1X - Ci1 X [s,x] — [ts, x]
ist Kontraktion (analog fiir CoX).

= HCyX =HC;X=0
CoXNCi1X=Xx(0,1)

= (ZX, CpX, C1X) ist ausschneidend.
- - MV ~ . ~
Hq(ZX) = Hq(C()X uciX) = Hq_l(C()X NCiX)= Hq_l((O, HxX)= Hq_l(X)
Spezialfall: £S" = S™*!.

Z q=n0
0 sonst

= Hy(S" = {

Satz 3.8.12 (Maver-ViETORIS-Sequenz eines Paares von Ausschneidungstriaden). Seien (A, A1, A2)
und (X, X1, Xp) zwei Triaden mit

(A,A1,A2) € (X, X1, X7).

Dann hat man ein kommutatives Diagramm von Komplexmorphismen mit exakten Zeilen:

0—> S (A1, Ag) — S{X;, Xo) —= Skl
| | |
0—S(A; UAp) — S(X; UXy) — S ___

(gilt nach Homomorphiesatz.) Wenn die beiden Triaden ausschneidend sind, so induzieren die
beiden Abbildungen o und 3 Isomorphismen auf den Homologien. Nach Fiinferlemma und den
zugehorigen langen Homologiesequenzen ist das dann auch fiir v der Fall. Da die beteiligten
Komplexe frei sind, ist insbesondere

S{X1, X>} - S(X1UXo)
S{A1,A2} S(A1UA)

(,,=“ als ,homotopiedquivalent”). (*)
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3 Die singuldre Homologie

Die folgende Komplexsequenz ist exakt:

SX1nNnXy) SXp SXo  S{X,Xo}
- - D -
S(A1NAy))  SAT  SAy  S{A1, A3}

-0

Wegen (x) hat die zugehorige lange Homologiesequenz die Gestalt

oo Hy(X1 N X3, A1 NAy) 2 Hy(X1,A1) © Hy(X2,Az) —
- q(Xl UXy,AfUAy) — Hq—l(Xl NX),AiNA) > ....

Diese Sequenz heifit MAYER- VIETORIS-Sequenz des Triadenpaares (X, X1, X2) 2 (A4,A1, As).

Bemerkung 3.8.13 (Spezialfille). (i) Sei A = @, dann ist dies die absolute MAYER-VIETORIS-
Sequenz.

(i1) Seien X = X| = X,, dann ergibt sich die relative MaYER-VIETORIS-Sequenz.
(iii) Seien A; = Ay = {p}, dann hat man die reduzierte MAYER-VIETORIS-Sequenz.

(iv) Seien X; = X und A| € A = X», so erhilt man die Homologiesequenz eines Tripels.

3.9 Die Ausschneidungseigenschaft polyhedraler Triaden
Seien K ein (abstrakter) Simplizialkomplex und K’, K" C K zwei Teilkomplexe.

X =|K|, X' =|K'|, X" = |K"|
Ziel: Beweis der Aussage, daf die Triade (X, X’, X”’) ausschneidend ist.

Definition 3.9.1 (Geometrische Realisierung eines Simplizialkomplexes). Sei K Simplizialkom-

plex.
|K|:=U|s| |s|::{a:s—>[0,1] Za(e)zl}

seK eEs

Fiir a € |K| schreiben wir

a = Z ale)e V(K) = Menge der Ecken
eeV(K)

Die a(e) heifien auch Koordinaten von a. Ein topologischer Raum, der homdomorph zu einem
Raum der Gestalt |K]| ist, heif3t Polyeder, falls K endlich ist, so heif3t |K| auch endliches Polyeder.
Ein topologisches Paar, welches in Top® isomorph ist zu einem Paar der Gestalt

(K|, |L)) mit L Teilkomplex,

heifst polyhedrales Paar.

Bemerkungen
(1) Fiir jedes g-Simplex s = {ep, ..., e,} kann man |s| mit A, identifizieren:

[s| = Ay, a - (ale),...,aley)).

Dadurch bekommt |s| die Struktur eines metrischen, also auch topologischen Raumes.

62



(i)
(iii)

3.9 Die Ausschneidungseigenschaft polyhedraler Triaden

Eine Teilmenge A C |K] ist genau dann offen, wenn A N |s| offen ist in |s| fiir jedes s € K.
Eine Abbildung f: |K| — X ist genau dann stetig, wenn alle Einschrinkungen
f||s|2 [s] > X mits e K

stetig sind.

Definition 3.9.2 (Baryzentrische Unterteilung eines Simplizialkomplexes). Sei K Simplizialkom-
plex, |K| = ek || Fiir jedes Simplex s = {eo, ...,e,} € K heif}t der Punkt

b(s) = a € s mit a(e;) = Vi

+1

Baryzentrum von s (oder auch Baryzentrum von |s|).

Bemerkungen

@

(ii)

(iii)

(iv)

s, |s| und b(s) bestimmen einander eindeutig. s ist die Menge der Ecken von K, in denen
b(s) # 0 1ist oder der Triager von b(s).

Ist
SO0 C...C 3y

eine echt aufsteigende Kette von Seiten von s € K, so definieren wir eine Teilmenge

q q
150, . 8I° = { Zx,-b(s,-) le- =1,x> 0} Clsl,

i=0 i=0

deren AbschlieBung ein geometrisches Simplex der Dimension ¢ ist (d.h. es ist homdo-
morph zum Standardsimplex). Also die b(s;) als Vektoren des von s erzeugten freien R-
Vektorraums linear unabhéingig: b(s;y1) ist keine Linearkombination von b(sp) . . . b(s;), weil
b(s;+1) mindestens eine zusitzliche von 0 verschiedene Koordinate besitzt.

Das geometrische Simplex |s| (mit s € K) ist die disjunkte Vereinigung aller Simplizes der
Gestalt
50, ..., 84" mitsypC...C sy Cs€K.

Denn: Sei a € |s| und seien ey, ..., e, die Ecken von s, in denen @ ungleich 0 ist.
/. . 7’
s'={er,...,eq}, b:=b(s")

Es gibt ein eindeutig bestimmtes x € (0, 1) mit der Eigenschaft, dal & — x - b in weniger als
q Ecken ungleich 0 ist (in allen anderen Ecken gleich 0). Durch Wiederholen der Prozedur
erhilt man eine Darstellung von « als Linearkombination von Baryzentren, die zu einer echt
absteigenden Folge von Seiten gehdren.

Wegen (iii) ist |K| disjunkte Vereinigung aller Simplizes der Gestalt
50, ..., 8" mitsgC...C sy €K

Die Zerlegung von |K]| in diese Simplizes heil3t baryzentrische Unterteilung von |K| beziig-
lich K. Die Mengen der Gestalt

{s0,...,8gmitso C...Cs, €K

bilden abstrakten Simplizialkomplex K’, dessen geometrische Realisierung homdomorph
zu |K| ist. Der Komplex K’ heillt baryzentrische Unterteilung von K.
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3 Die singuldre Homologie

Definition 3.9.3 (Baryzentrische Umgebung eines Teilpolyeders). Seien K ein Simplizialkomplex,
L C K ein Teilkomplex. Dann ist L’ ein Teilkomplex von K’. Die baryzentrische Umgebung von L
in K ist die Menge

B(L) = Bx(L) mit |L| € B(L) C |K|
mit: jedes Element von |K'| ist von der Gestalt:

q

q
inb(s[)mith,-= Lxi>0, spcC...Cs,€K
i=0 i=0

B(L) ist definiert als die Menge dieser Punkte mit sy € L.
Bemerkungen
(i) Nach Konstruktion gilt
ILI = IL'| € B(L) C |K| = |K’|.
(i1) B(L) ist eine offene Teilmenge von |K].

(iii) L, M c K Teilkomplexe = B(L N M) = B(L) N B(M).

Beweis. zu (i): folgt direkt aus der Definition.
zu (ii): Es reicht zu zeigen:

B(L) N |s’| ist offenin |s'| Vs’ € K’

s’ hat die Gestalt

’

s =1{s50,...,8}, S0 C...Cs5,€K

Ein Punkt der Realisierung von s’ hat die Gestalt

M=

x;b(s;) mit x; > 0,

q
xi=1 ()
i=0 i

Il
(=]

Ist sp nicht in L, dann ist kein s; in L und keiner der Punkte der Gestalt () liegt in B(L). In dieser
Situation ist B(L) N |s’| = @ offen in |s’|.
Sei jetzt sg € L. Wir wahlen r derart, daf3 gilt

soC...Cs, €L, s,,.1¢0L.
Die Punkte von |s’| haben die Gestalt (). Die Punkte |x|, die in B(L) liegen, sind gerade diejenigen,

mit x; # O fiireini < r:

q
BN |s'| = { > xibsyels|

i+0

x0+...+xr>0}

= B(L) N |s’| ist der Durchschnitt von |s’| mit der Teilmenge eines geeignet gewihlten R7*!, die
durch xg + ... + x, > 0 gegeben ist. Also ist B(L) N |s’| offen in |s’|.
zu (iii): B(L) ist die Vereinigung der offenen Simplizes

150, ..., 84/ mit so C...C s, €K, 50 €L.
B(M) ist dasselbe in griin, auBer mit s € M. Die |so, ..., s4|° sind paarweise disjunkt. Also ist
B(L) N B(M) die Menge mit obigen Eigenschaften und sg € L N M, also gleich B(L N M). O

64



3.9 Die Ausschneidungseigenschaft polyhedraler Triaden

Beispiele
® LI ={p} = 50

B(L) heiflt auch Simplexstern von p.
(1) |L] =[0,1]
(iii) L] = ([0,1],1/2) v ([0, 1],1/2)
Satz 3.9.4 (Baryzentrische Deformation eines polyhedralen Paares). Seien K Simplizialkomplex,
L C K ein Teilkomplex. Dann gibt es eine Homotopie

H, = H*": B(L) - B(L)

Hy =idpyy, Hy C|L|, Hy=idy fir0<t<1

Insbesondere ist |L| ein starker Deformationsretrakt von B(L), d. h. die natiirliche Einbettung
IL| — B(L)
induziert einen Isomorphismus auf der Homologie
H(|L|) —» H(B(L)).

H,K’L heif3t auch baryzentrische Deformation von L in K bzw. des Paares (K, L) bzw. (|K|, L]).

Beweis. Seis’ € K.
s" =1{50,...,8}, sSoC...Csq€K,50C...Cs, €L, 5,51 ¢L, 0<r<g

Wir definieren H; auf

q
B(L)ﬂls’I:{inb(si)e s’ x0+...+xr>0}
i=0
wie folgt:
| 4 1-1-nY1 X; L
H, [Z x,-b(s»] =10 Y bl + i D xib(sy) (*)
i=0 i=r+1 i=0 M i=0
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3 Die singuldre Homologie

H, ist auf B(L) N |s’| eine wohldefinierte Homotopie: die Summe der Koeflizienten der b(s;) ist 1.
Diese Definitionen sind fiir die verschiedenen s’ miteinander vertréiglich: die rechte erste Summe
faB3t diejenigen Summanden von Z?:o x;b(s;) zusammen mit s; ¢ L. Die zweite Summe diejenigen
mit s; € L.

Giiltigkeit der drei Bedingungen zu H;: Fiir ¢ = 0 ist der Quotient vor der zweiten Summe rechts
in (x) gleich 1. Also ist Hy = id. Fiir = 1 ist der erste Summand rechts in () gleich Null, d. h. der
Wert von H, liegt in |L|. Fiir Punkte aus |L]| ist

r

x;b(s;) = Z x;ib(sp),

q

i=0 i=0
d. h. die erste Summe rechts in () ist Null. Der Wert von H; liegt also in |L|. O
Satz 3.9.5 (Ausschneidungseigenschaft). Seien |K| ein Simplizialkomplex und L', L"” C K zwei

Teilkomplexe. Dann ist die Triade
(K1, 171, 17D

ausschneidend.

Beweis. OBdA sei K = L’ U L” (in den Bedingungen fiir ,,ausschneidend” kommt |K| nicht vor).
Bezeichnungen:

X:=IK=ILIuIL”|, X =L, X":=IL", B =Bg() B":=Bk(L").

Dann gilt:
X=X ux" X=BUB".

Nach Konstruktion sind B’ und B” offen in X = B’ U B”. Nach 3.8.2 Beispiel (i) ist (X, B’, B”)
eine Ausschneidungstriade, d. h. die Inklusion

(B',BNnB’Y— (BUB’,B")=(X,B")
induziert einen Isomorphismus auf der Homologie. Betrachten wir die natiirlichen Einbettungen:
(B',BNB’Yy——(X,B)
| e ]
X, X' nX)—(X,X")

Anwenden von H liefert
HWB',BNnB’Y——=H(X,B")

oo ]
HX' ., X' NnX")——=H(X,X")

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen: die folgenden natiirlichen Einbettungen erzeugen
Isomorphismus auf der Homologie:

X, X") - (X,B") (*)
(X’,X, ﬂX”) N (B,,B, N B//) (**)
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3.9 Die Ausschneidungseigenschaft polyhedraler Triaden

zu (x): Wir betrachten folgendes kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen:

H, X" HX ——=H,(X,X") ——=H; (X)) —---
i 0 I 0 l 0 l
-+—>H,B" — > HX H,B" Hy\B" —— ..

Nach dem Fiinferlemma reicht es zu zeigen:
|LI/| - X// N BII - B(L//)

induziert einen Isomorphismus auf der Homologie. Das ist der Fall nach 3.9.4.
Zu (xx): Wir betrachten

s Hy (X', X)) — > H X' —> Hy (X', X' N X") —> H, (X' N X") —> -

R R T

-w—>H,B' NB") —H,B —= H,B',BNB’")—=H, (BNB")—---
Nach Fiinferlemma reicht es zu zeigen: die natiirlichen Einbettungen

XnNnX'—-BnNnB’ (+")
X - B (")

induzieren Isomorphismen auf der Homologie. (x=") gilt nach 3.9.4:
IL'| =X — B =B
(") gilt nach 3.9.3 Bemerkung (iii)
IL'NL"|=IL'INn|IL"|=X'nX" - B NnB"=BLYNBL")=BL NL")

induziert Isomorphismus. O

Bemerkung:
Glatte Mannigfaltigkeiten sind Polyeder.
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4 Berechnung von Homologiegruppen und
Anwendungen

4.1 Standardabbildungen zwischen Zellen und Spharen
Definition 4.1.1. o |Ix|| := /X7, x7 fiir x € R" sei die Norm.

o & :={xeR™! | |lxll = 1} heipt n-Sphire.

o B":={xeR" | ||lx]| <1} heifft n-Kugel.

o B = {xeR" | ||x|| <1} heifst offene n-Kugel.

e 0:=(0,...,0,1) € §" heifst Basispunkt von S".
Definition 4.1.2 (Standardabbildungen der Vollkugel).

(8,8 - (S, 0)
y (2 V1=l -y 21yl - 1) e R"™!

heif3t Standardabbildung der n-Vollkugel.

B >R

y—

1= lyll

heif3t Standardabbildung der offenen Vollkugel.

Die Abbildung 7 ist tatsdchlich wohldefiniert:

Iz@)I* = 41 = Iyl*) Iyl* + Qllyll* = 1)
=1
n(S”‘l) =0,2-1-1)=0,1)=0

Lemma 4.1.3 (Eigenschaften der Standardabbildung). (i) 7~1(Q) = S, n‘l(p) ist einpunk-
tig fiir p € 8" \ {Q}.

(ii) 7 induziert Homdomorphismen

78S 58" und 1 B — S~ {0)
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4 Berechnung von Homologiegruppen und Anwendungen

(iii) Die folgende Abbildung ist die Umkehrung von m: B - 8"\ {Q):

.Qn B _z
p:S8"\{0} - 8", (- m

Beweis. () ny) =0 & J1-wlP-y=0,2ly>-1=1 & yeS
Seinun p = (z,1) € 8" \ {Q}. Es gilt

i =p = 21—l y=zA2lyP-1=1

Falls z = 0, so haben wir ||ly|| = 1 Vy = 0. Nehmen wir t = 1, so folgt p = Q im Widerspruch
zur Voraussetzung. Es muf} daher sein y = 0, ¢ = —1, also y eindeutig.

Falls z # 0 gilt, haben wir y = Az, 0 < A4 € R. Einsetzen liefert

401 = APl 1A% = 1 und 2P|l -1 =1

t+1

= = * 5

2|zl

= 22 =2-Gt-1)=1-1

t+1

= 20-nlP=1 und 12 = .

2lzl|
2 1 t+1
= "= = 3
20-0 2|l

Es gibt also hochstens eine Losung. Es gibt genau eine Losung, falls gilt

1 t+1

2 2 2.2 n
= — =]1-t +t'=1 & (z,HH eS8
200~ 2P [IzI] IIzIl (z,1)

(i1) Nach (i) induziert  eine bijektive Abbildung 7: 8"/ S > 8" mit

T

B Sn—l X
| oA
P T
Bn/Sn—l

7 ist stetig, weil 7 stetig ist (Faktortopologie). 8"/S8"~! ist kompakt, S"~! ist hausdorffsch.
Also ist 7 ein Homdomorphismus. Die Homdomorphie von 7r: 8" — S \ {Q} folgt aus der
von 7 und ().

(iii) Man berechne p(r(y)) und n(p(z, 1)).
O

Lemma 4.1.4 (Eigenschaften der Standardabbildung n’). Die Standardabbildung n’ - B - R
ist ein Homoomorphismus mit der Umkehrung

z
1+ 2l

p/:Rn_)én’ 7

70
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Der

Beweis. ist einfach. O

Satz 4.1.5 (Kompakte konvexe Teilmengen des R"). Sei K C R" eine kompakte konvexe Teilmen-
ge, welche eine n-Kugel enthdlt. Dann ist (K, 0K) homéomorph zu (8", 8""") (d. h. isomorph in
Top®@).

Beweis. O.B.d. A.sei B" C K.

1. Schritt

Die Abbildung

v: K — 8", yHl

Iyl

ist ein Homoomorphismus. Da K kompakt, S"~! hausdorffsch, reicht es zu zeigen: v ist bijektiv.
Zunichst: v ist surjektiv: Sei z € 8"~!. Bezeichne g die Gerade durch zund 0 € 8" C K. Dann ist
g N K konvex und kompakt, also abgeschlossenes Intervall [a, b] z, welches den Ursprung enthilt.
bz ist ein Punkt von K, mit der Eigenschaft, da} in jeder Umgebung Punkte des Komplements von
K liegen. (Insbesondere b > 0). Also ist bz € 0K, v(bz) = ”Z—;'” =z
v ist injektiv: Fiir je zwei Punkte x’, x”” € K mit selbem Bild gilt

X’ =X 0<AeR

O.B.d. A.sei0 < A < 1. Esreicht zu zeigen: x € K,0 <1 <1 = Ax liegt im Innern von K. Wir
betrachten den von B = $” und x erzeugten Kegel. Dann liegt Ax im Innern dieses Kegels. Weil K
konvex ist, liegt dieser Kegel in K, also lebt Ax im Innern von K.

2. Schritt
Die ,radiale Fortsetzung™ der Abbildung v des ersten Schritts ist ein Homdomorphismus

A
K-8 A1z ﬁ fiir z € 0K.
Z

Es ist leicht zu zeigen, diese Abbildung ist stetig. Es reicht, da K kompakt und B" hausdorffsch,
die Bijektivitat zu zeigen. O

Korollar 4.1.6. (i) Der n-Kubus [” ist homéomorph zu 8”.
(i1) A, ebenso.

(iii) Der Rand A, von A,, ist homoéomorph zu Sl

4.2 Homologie von Zellen und Sphéaren
Lemma 4.2.1. Es seien

= {x €A, | x; = 0 fiir mindestens ein j}

A,
Ay, = {xe A, | x; = 0 fiir mindestens ein j > 0}.
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4 Berechnung von Homologiegruppen und Anwendungen

Ay, heifit das 0-Horn von A,,. Es bestehen die folgenden Isomorphismen:

0

oD A) > Hyoy (B A) < Hyoy (B N 1) A D) & Hyoi(Ae Ayy)
Dabei seien:
8 der Zusammenhangshomomorphismus des Tripels (A,, An, Ay)
i induziert von der natiirlichen Einbettung i: (A N {0}, Ay N {e') = (A, A
88 induziert von der natiirlichen Einbettung &% (A1, Apst) = (A N {0}, A, N {eD)).
Beweis. Zur Bijektivitit von 6: Es reicht zu zeigen: H,(A,, A,) = 0 Yq. Wir betrachten die stetige
Familie
hi: (An, Ap) = (An, Ap)
x (1 —t)x+teo
fiir £ = O ist ho = id, fiir 7 = 1 ist Im h; = {¢°}. Daher:
0=H(h)) = H(hy) =1id

= H(An, Ay) = 0.
Die Bijektivitit von i, folgt aus dem Ausschneidungssatz. Zur Bijektivitit von £2: Es reicht zu
zeigen: &V ist Homotopiedquivalenz. Dazu betrachten wir die stetige Familie

set (A N}, Ay N (€)= (A N (%), Ay N {e)

x > x(1)
. (1 -1xo j=0
mit x;(t)=1<,__ ) .
o={l, %
sy ist wohldefiniert:
n
1-(1-1)x
20 = (1 =m0+ — (1~ x0) = 1

J=0

Weiter gilt: x; = 0 = x;(r) = 0, also si(Ay) € A, N (€% und s/(A, N {€%) € A, N {€°). Fiir
t =0ist so = id. Fiir r = 1 ist Im s; € O-te Seite = £°(A,_1). 5;(0-te Seite) CO-te Seite. Also ist
(€°A,_1, €°A,,_1) ein starker Deformationsretrakt von (A, \ {€°}, A, \ {€°}). O

fiirqg #n

- 0
Satz 4.2.2 (Homologie von Zellen und Sphiren). (i) H,(S") =
Z firg=n

0 fiirg#n

X n Qn—1y _
(ii) H(B",S )_{Z firg=n

0 fiirqg#n
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Beweis. Zu (i1):

Hy (8", 8" = Hy(Ay, Ay) nach 4.1.5
= Hy 1(Ane1, Ap1) nach 4.2.1
= H, (Ao, \AQJ ) auch nach 4.2.1
=0
= Hyn(Ag) = Hy—n(P)
_]0 firg#n
- {Z flirg=n

Zu (i): 8" ist kontrahierbar, d. h. H(8"*!") = 0. Die reduzierte Homologiesequenz von (8!, 8")
liefert
Hy(S") = Hy (8™, 8",

Die Behauptung folgt aus (ii).
Zu (iii): O.B.d. A.sei p = 0 € R" der Ursprung. Es reicht zu zeigen: die Einbettung

i (8,8 - R",R"\ {0})

induziert Isomorphismus auf der Homologie. Wir betrachten die Homologiesequenzen der Paare
(8", 8" und (R",R” \ {0}) und den durch i induzierten Komplexmorphismus zwischen diesen
Homologiesequenzen. Nach dem Fiinferlemma reicht es zu zeigen, i induziert Isomorphismen

Hy (B") — H,(R") ()
Hy (8" 1) — H,(R" \ {0}) )

fiir alle g. Zu (+): Das kommutative Diagramm

\{é}/

von natiirlichen Einbettungen induziert ein kommutatives Diagramm

Bn

Rn

i*

H,(B") H,(R")

a ﬁ/’
= o =

H,({0})

a und B sind Isomorphismen, weil 8" und R” kontrahierbar sind. Also ist i, ein Isomorphismus.
Zu (+): 8" ! ist starker Deformationsretrakt von R” \ {0}, vergleiche Beispiel 3.5.8. O

Korollar 4.2.3 (Sphéren und euklidische Rdume verschiedener Dimensionen). (i) Sphéren ver-
schiedener Dimension sind nicht homéomorph.

(i) R"™ ist homdomorph zu R" <= m =n.
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4 Berechnung von Homologiegruppen und Anwendungen

Beweis. Zu (i): Folgt direkt aus 4.2.2 (i).
Zu (ii): Sei R” = R™. Dann ist f: R” — R” ein Homdomorphismus. Dann induziert f einen
Homd&omorphismus

RPN {0} > R™ {0},

also einen Isomorphismus
fir HyR",R" N\ {0}) = Hy(R™,R™ \ {0}).

Nach 4.2.2 (iii) gilt
H,(R™ R™ N (£(0))) = H,(R",R" \ {0)) = Z.

Wiederum nach 4.2.2 (iii) muf3 n = m sein. O
Satz 4.2.4 (Sphiren und Vollkugeln). S"~! ist kein Retrakt von B".

Beweis. Angenommen, es gibt Retraktion
r: 8" — 81
Weil die Zusammensetzung
Sn—l_i>8ni>sn—l

der Retraktion r mit der Einbettung i die Identitt ist, ist

as=' L A L ps!
=7 =0 =7

auch die Identitét, widerspriichlicherweise. O
Satz 4.2.5 (Einbettungen von Vollkugeln in den euklidischen Raum). Sei f: 8" — R" eine stetige
Abbildung.

(i) Es gilt f(y) = 0 fiir ein y € B" oder f(z) = Az fiir einz € S"!, 1 > 0.

(ii) Es gilt: f(y) = y fiir ein y € B" oder f(z) = Az fiir ein z € 8" ! und ein A > 1.

Beweis. Zu (i): Wir betrachten die Abbildung

Clixl =1 - x = 2 = 2|l f e/ M) fiir [l > 1/2

p:B" >R, x> i
—f (4|l x) fiir ||x]| < 1/2

Fiir [|x|| = 1/2 gilt:

—f@lxllx) = —f2x) = Qllxll = 1) -x = 2 = 2|x]]) f(x/ |IxI]),
0 1 2x

also ist p stetig.
Falls p keine Nullstelle besitzt, ist

. po(x)

Bn_>8n—l’
ool
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wohldefiniert und stetig mit Einschrankung

X
Sn—l — Sn_l, X — = x
(B3]

Eine solche Abbildung existiert aber nicht wegen 4.2.4. Also hat p eine Nullstelle xo € 8", p(xg) =
0. x¢ kann nicht auf dem Rand von 8" liegen, denn dort gilt p(x) = x, es gilt daher p(xp) = O fiir
X0 € én.
Im Fall ||xg]| < 1/2 gilt:

~f(y) = 0 mity = 4|lxoll xo € 5"

Im Fall ||xg]| > 1/2 gilt:

2ol - 1 R
(y) = ——— ||xo|| -y mity = — € "
T = 5 gy Woll-y mity = o
—_————
>0

Zu (ii): Wir betrachten die Abbildung
g:B"->R", xb f(x)—x

Nach (i) gibt es ein y € B" mit
f-y=0
oder ein z € 8"! mit
f@-z=A2zmitA1>0 f(z)= @A+ 1)z

Satz 4.2.6 (Fixpunktsatz von BROUWER). Jede stetige Abbildung
f:B8"—> B

hat mindestens einen Fixpunkt.

Beweis. Hitte f keinen Fixpunkt, so giibe es nach 4.2.5 (ii) ein z € "' und ein 2 > 1 mit
f(z) = Az, also
If @l = Allzll = 2> 1

im Widerspruch zu f(z) € B". O
Satz 4.2.7 (Fundamentale Zyklen). Die identische Abbildung
In: Ay > A,
ist ein n-Zyklus modulo A,. Seine Homologieklasse erzeugt H,(A,, A) =7 dh
Hy(Ay, An) = Zli,).

Der Rand von i, ist ein Zyklus des Raums A,. Seine Homologieklasse erzeugt H,n — 1Ay = Z,
d. h.
Hy1(An) = Z[0iy]
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4 Berechnung von Homologiegruppen und Anwendungen

Beweis. Es gilt H(A,) = 0, d.h.

. S ~ R
Hn(Ana An) - Hn—l(An)

ist ein Isomorphismus. Es gilt

6([in]) = [0in]

Die beiden Aussagen von 4.2.7 sind also dquivalent. Wir zeigen die erste und benutzen Induktion
nach n.
Fiir n = 0 gilt: Hy(Ag, Ao ) = Ho(Ao) = Z[ip).

——

=0
Fiir n > O und n — 1 bereits gezeigt: H,—1(Ap-1, Ap_D)Zlin-1]

Wir wenden nun Lemma 4.2.1 an, um diese Gruppe mit H,(A,, A,) zu identifizieren. Die Homo-
logie von H,,— 1Ay, A,) wird erzeugt von

ix&2in1] = [%: Apot — Ay
n
=)D
i=0
= Bild von [i,,: A, — A,] bei Hy(Ay, Ay) LA H,_1(A,, Ay

Dem [i,,_] entspricht also gerade die Homologieklasse [i,] in H,(A,, A)). O

Satz 4.2.8 (Produkte mit Sphiren). Seien p € 8" und Y beliebiger topologischer Raum. Dann gilt:
(i) Hy(S" XY {p}xY) = Hyn(Y)
(i) Hy(B"X Y, 8" xY) = Hy_n(Y)

(iii) Hy(S"XY) = H,_,(Y)®H,(Y), [z] = (p:lz], p«l2]); dabei sei p: 8" XY — Y die Projektion
auf den zweiten Faktor. p, komme von der Einbettung 8" X Y C (8" X Y, {p} X Y) und dem
Isomorphismus von (i).

Beweis. Zu (ii): Der Beweis ist analog zum Beweis von 4.2.2. Wie dort hat man Isomorphismen

0

. ) . » . Fom .
Hy((Ans A)XY) 5 Hyo (A A)XY) < Hymt (A%, Ap\ePDXY) < Hym (A1, )XY
dabei gilt (A, B) X Y = (A X ¥, B X Y). Insbesondere ist
Hq((Ana An) X Y) = Hq—n((AO, AO) X Y) = Hq(Y)

Wegen (A, A,) = (B, 8" 1) ist dies die Behauptung.
Zu (1): Wir betrachten
(B! xY,8"x Y, {p} x Y)

{p} € B"*! ist Homotopiesquivalenz ebenso wie {p}x Y C B! x Y. Also ist H(B" ! x Y, {p}xY) =
0. Die lange Homologiesequenz des Tripels liefert deshalb einen Isomorphismus:

Hy(B"™' x¥,8"xY) = H, |(S"XY,{p} x V),

d. h. (i) folgt aus (ii).
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4.3 Lokale Homologie

Zu (iii): 8" X Y - {p} X Y, (s,y) — (p,y) ist eine Retraktion. Deshalb erhalten wir nach 3.4.13
eine zerfallende exakte Sequenz

0> H{p}xY) > HS"xY) > HS"xY,{p} xY) - 0.
Die Behauptung folgt aus (ii). O
Bemerkung

KUNNETH-Formeln: Fiir sehr viele Raume gilt:

Hy(X x Y) = P Hi(X) ® Hy(Y)
i+j=q

4.3 Lokale Homologie

Bemerkung 4.3.1. R" und S"*! sind lokal homdomorph, aber H(R") # H(S™!). Gesucht sind

Homologie-Gruppen, die die lokale Struktur von Rdumen erfassen.

Definition 4.3.2 (Lokale Homologie). Sei X ein topologischer Raum, p € X. Dann heif3t
Hy(X, X \{p}) (= Hy(X, X - p))

g-te lokale Homologie von X in p. Der Punkt p heifit abgeschlossen, falls {p} = {p} gilt.

Satz 4.3.3 (Lokalitit). Seien X ein topologischer Raum, p € X ein abgeschlossener Punkt und
U C X eine offene Umgebung. Dann induziert die natiirliche Einbettung

(U7 U_p) - (va_p)
einen Isomorphismus auf der Homologie:

Hy(U,U - p) > Hy X, X - p) Vq

Beweis. F = X \ U ist abgeschlossen, FF C X — p ist offen in X. Die Behauptung folgt aus dem
Ausschneidungssatz 3.7.5. O

Definition 4.3.4 (p-Abbildungen und Abbildungskeime). Seien X, Y topologische Rdume, p €
X abgeschlossener Punkt, U offene Umgebung von p, f: U — Y stetige Funktion. f heifit p-
Abbildung, wenn es eine offene Umgebung V C U von p gibt mit f(V —p) C Y\ f(p) (d. h. p liegt
isoliert in seiner Faser f~'(f(p))).

Bemerkung
Eine p-Abbildung induziert einen Homomorphismus der lokalen Homologie

P H (XX — p) = Hy(U.U - p) 2% Hy(Y, Y~ f(p).

Zwei stetige Abbildungen f: U — Y, f': U’ — Y, die in einer Umgebung des Punktes p € X
definiert sind, heilen p-dquivalent, wenn sie in einer Umgebung von p iibereinstimmen. Die p-
Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation. Die zugehorigen Aquivalenzklassen heifen Keime in p.
Die Aquivalenzklasse von f wird mit f? bezeichnet.

Bemerkung
Der Begriff des Keims ersetzt den Begriff der Potenzreihe im Fall beliebiger stetiger Funktionen.
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4 Berechnung von Homologiegruppen und Anwendungen

Satz 4.3.5 (p-Abbildungen mit dem selben Keim). Seien X, Y, topologische Riume, p € X abge-
schlossener Punkt, U,V offene Umgebungen von p und f: U — Y, g: V — Y Abbildungen mit
dem selben Keim in p.

Dann induzieren f und g die selbe Abbildung auf der lokalen Homologie:

HX,X - p) = HY,Y\f(p))
=g(p)=q

Beweis. Seien U’ € U und V' C V offene Umgebungen von p mit
fWU' -p)cY¥-q gV -pcY-q
Nach Voraussetzung gibt es eine offene Umgebung W von p mit W C U’ NV’ und flw = glw = h.

Es reicht zu zeigen: f¥ = h”. Wir betrachten das kommutative Diagramm

HX,X -p)

/ (@)1
'\\H(U,U—P)HH(UCU'—P)4>H(Y,Y—6])
AN , I h
HX,X-p)<—HW,W-p)——HY,Y - q)
- Ol
I/

a, 3,y seien induziert durch die entsprechenden natiirlichen Einbettungen. I, II sind kommutativ
nach Definition von f” und 4. a und  sind Isomorphismen aufgrund des Ausschneidungssatzes.
Aus der Kommutativitit des ganzen Diagramms folgt /7 = h’. O

Definition 4.3.6 (Kategorie Top, der Keime von p-Abbildungen). Top, sei die Kategorie mit

| Top,. | := { punktierte topologische Réaume mit abgeschlossenem Basispunkt }

={Xp) | X € Top, p € X, Tp} = (P}
Homry, (X, p), (Y, q)) = { Keime von p-Abbildungen auf X, die in p den Wert q annehmen }
={f? | f: U — Y p-Abbildung, U C X Umgebung von p, f(p) = q }

Die Morphismenkomposition ist folgendermaflen definiert: Seien a € Homrp ((X, p), (Y, q)) und
B € Homry, ((Y,q),(Z,1)). Seien f: U — Y und g: V — Z p- bzw. q-Abbildungen mit f¥ = a,
g? = B. Wir wihlen offene Umgebungen U’ C U bzw. V' C V von p bzw. g mit f(U — p) C Y — g,
g(V' — q) € Z — r. Durch Verkleinern von U’ konnen wir erreichen

fWU -pcV —gq
(man ersetze U’ durch U’ N f~Y(V")). Dann ist die Komposition von f|y mit gy definiert als
h=(glv)o(flu): U —Y

und es gilt: WU’ —p) C Z—r, d. h. hist eine p-Abbildung . Wir setzen Boa = h. Diese Konstruktion
ist von der Wahl der Reprisentanten f, g und der Umgebungen U’, V' unabhdngig.
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Bemerkung
Die Aussage von 4.3.5 besagt gerade, der Funktor

| Top, | — Ab, (X,p)— Hy(X,X - p)
faktorisiert sich iiber Top,:

Top, — Ab, (X,p)— Hy(X,X - p).

Satz 4.3.7 (Lokale Homologie lokal homéomorpher Rdume). Seien p € X und q € Y abgeschlos-
sene Punkte, welche Umgebungen U C X bzw. V C Y besitzen, welche homoomorph sind, d. h. es
gebe einen Homdoomorphismus

h: (U, p) — (V.q).

Dann gilt H(X, X — p) = H(Y,Y — g) Vi.
Beweis. h definiert einen Isomorphismus (X, p) — (Y, g) in Top,. O

Satz 4.3.8 (Invarianz der Dimension). Seien p € R™ und q € R" Punkte, welche homdomorphe
punktierte Umgebungen (U, p) bzw. (V, q) besitzen. Dann gilt m = n.

Beweis. Nach 4.3.7 gilt

H;R",R" - p) = H;R"R" —¢q) Vi.
Das geht nur, wenn m = n. O
Die Menge R} :={ (x1,...,x,) = A €R" | x1 = 0} heilt positiver Halbraum des R".

Satz 4.3.9 (Invarianz der Randeigenschaft). Wenn zwei Punkte p, q € R} homdomorphe punktierte
Umgebungen (U, p), (V, q) besitzen, so liegen entweder beide Punkte auf dem Rand oder beide im
Inneren von R’} :

p,qedR} ={xeR" | x1=0}V pgeR:={xeR" | x>0}

Beweis. Seien p € OR, g € ]f%’i. Wir betrachten folgende Familie stetiger Abbildungen:

he: RL,RY - p) —» (RL, R - p)
x—=tx+(1-10g

hi(q) = g, h; kontrahiert (R},R"} — p) in ({g}, {g}). Also ist ({g}, {g}) starker Deformationsretrakt
von (R}, R’} — p). Daher gilt HR'., R} — p) = H({q}.{g}) = 0. g € R", also gibt es offene Vollkugel
U C R um den Punkt g. Es gilt

H, (R, RY - ¢q) = Hy(U, U - q)
=H,R"R"-¢q)=Z

Daher haben p, g keine homdomorphen Umgebungen. O
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4 Berechnung von Homologiegruppen und Anwendungen

Satz 4.3.10 (Lokale und reduzierte Homologie). Seien X ein topologischer Raum, x € X ein
abgeschlossener Punkt, welcher eine Umgebung U C X besitzt mit H(U) = 0.
Dann gilt fiir jedes q:

Hy(X,X —x)=H; 1(U - p)

Bemerkung
(i) Umgebungen U mit H(U) = 0 heiBen azyklisch.
(i1) kontrahierbare Umgebungen sind azyklisch.

(iii) fordert man anstelle von H(U) = 0, daf die Abbildung
H,U — H,X
die Nullabbildung ist, so gilt wenigstens

Hy(X, X — p) = ker(H,—1(U — x) - Hy_1(V))

Beweis. Die reduzierten Homologiesequenzen zu (U, U — x) und (X, X — x) liefern ein kommuta-
tives Diagramm mit exakten Zeilen

AU —LHWUU -~ H (U =% —> A, U

J/(ilU)*:(l J{i*

A,X — Hy(X, X — x)

miti: (U, U—-x) = (X, X—Xx). i, ist nach Ausschneidungssatz ein Isomorphismus. Ist U azyklisch,
so ist ¢ ein Isomorphismus, d. h. wie behauptet ist

Hy(X,X —x) = H;_ (U - x).
Ist @ gleich 0, so ist auch B gleich 0, also ¢ injektiv. Also:

Hy(X,X = x) = Hy(U,U — x) = Im(5)
= ker(Hy-1(U = x) = Hy1(U))

4.4 Grad einer Abbildung

Bemerkung 4.4.1. Ein Endomorphismus ¢: Z — Z hat stets die Gestalt

grdg  d=¢(l)
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4.4 Grad einer Abbildung

Definition 4.4.2 (Grad einer Abbildung). Seien
f:8" -8
g: (Bn+1’8n) N (Bn+l’Sn)
stetige Abbildungen. Ihre Grade deg f bzw. deg g sind durch folgende Bedingung definiert:

filx)y=degf-x firxe H(S")=2Z
g:(y) =degg -y fiiry € Hy(8"', 8" =Z

Satz 4.4.3 (Eigenschaften des Grades). (i) deg(id) =1
(ii) deg(f o f’) = deg(f) - deg(f")
(iii) f = f’ homotop = deg(f) = deg(f”)
(iv) deg(f) = =1 falls f Homotopiedquivalenz ist.
(v) Fiir jede stetige Abbildung g: (8", 8" — (B!, 8") gilt

deg(g) = deg(gls)

Beweis. (i) und (ii) folgen aus der Funktorialitit der Homologie. (iii) folgt aus der Homotopiein-
varianz der Homologie. (iv) folgt aus (i), (ii) und (iii).
Zu (v): fiir n > 0 liefert g ein kommutatives Viereck:

7 ~ Hn+1(8n+1’3n) LHnH(B”H,S") =7

al 5l

Z2Hy(S) — L~ H(S) =7

R

f = glsn: 8" — 8" § ist ein Isomorphismus, da 8"*! kontrahierbar (wegen der reduzierten
Homologiesequenz von (8!, 8")). Da das Diagramm kommutiert, gilt deg g = deg f. O

Satz 4.4.4 (Grade einiger linearer Abbildungen). (i) Der Grad einer linearen Abbildung
[ (A Ay) = (An. Ay

welche Ecken von A, permutiert, ist gleich dem Vorzeichen der zugehorigen Permutation:

(ii) Der Grad einer orthogonalen Abbildung
f:8" -8

ist gleich deren Determinante:
deg f =detf
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4 Berechnung von Homologiegruppen und Anwendungen

(iii) Der Grad der antipodalen Abbildung
f:8"->8" x> —x

ist

deg f = (-=1)"*!

.....

Abbildung
viA = Ay, €= ey, v=0,...,v)

Dann gilt
voel =(vo,...,Vj,..., V)

zu zeigen: ist v ein Nachbartausch, so gilt
Hy (A, Ay) 3 [(v0, - -, vp)] = signO[(O, . ..., 7)]
v sollte Nachbartausch sein: v = (0,...,i—1,i+ 1,i,i + 2, ..., r). Wir betrachten
u=Q,...,i—-1i+1,i,i+1,i+2,...,r)

Es gilt _ _
u=(=1)1,....,r)+(=D",...,i-1,i+1,i,i+2,...,r) +R

Dabei ist R eine Linearkombination von Simplizes, in denen eine Ecke nicht vorkommt, d. h. von
Simplizes aus A,. In H (A, A gilt also

0= (=1)[(0,...,N]+ (=D™"?*[v] + [R]

Also [v] = —[(0,...,r)].

Zu (ii): Sei f: 8" — 8" eine orthogonale Abbildung. 1. Fall: det f = 1. f ist Zusammensetzung
ebener Drehungen. Zu zeigen: deg f = 1. Es reicht zu zeigen: jede ebene Drehung ist homotop
zur identischen Abbildung (denn dann ist f homotop zu id und es gilt deg f = degid = 1). Wir
basteln uns eine Deformation einer ebenen Drehung in die identische Abbildung, z. B. mit:

M(f)z( cos ¢ singo)

—sing cos¢

haben wir die Deformation

costy sinty
M = . <t<1.
(0 ( —sinfy Ccosty ) O<i=<

2. Fall: det f = —1. f ist homotop zu einer Hyperebene H. O.B.d. A.sei f gleich dieser Spiege-
lung. O.B.d. A.sei H die Hyperebene

H: X0 — X1 = 0
= f vertauscht gerade die ersten beiden Geraden

f(x()’xl’~~~9xn) = (xl’x()’xZ’---axn)
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4.4 Grad einer Abbildung

Sei s := convH{e, ..., e,, — 2 e;}. f induziert eine lineare Abbildung auf s, die die ersten beiden
Ecken vertauscht. Nach (i) ist deg |5 95y = —1, d. h. induziert

fei Hyp1(5,08) = Hyy1(5,0s), am —a.

Sei X
g:ds—->8", x> —
[lxll
die Projektion von ds auf die Oberfliche 68"! = S,
h:s— B toxs—
llxl

die radiale Fortsetzung von g. Nach 4.1.5 ist & ein Homdomorphismus.

(Bn+1,3n) ! S (8n+1’8n)
zlh O :ih
(s,0s) 4f> (s,0s)

Weil & jeden Punkt in ein reelles Vielfaches dieses Punktes iiberfiihrt, ist dieses Diagramm kom-
mutativ.

= deg flsn = deg flgm1 sy = deg fls.a5) = —1
Zu (iii): Spezialfall von (i). O
Satz 4.4.5 (Stetige Abbildungen der §"). Sei f: 8" — S" stetig.
(i) Falls f keinen Fixpunkt besitzt, gilt deg f = (=1)"*1.

(ii) Falls f keine antipodalen Punkte besitzt, d. h. keine Punkte mit f(x) = —x, dann gilt

deg f = 1.

Beweis. Zu (i): Habe f keinen Fixpunkt, Dann hat
d:S">R™ x> (A-0f(x)—tx, 0<r<1

keine Nullstelle. Wir erhalten stetige Familie

dy(x)
D,: 8" —> §", .
I
Es gilt
f(x) -X
Do(x) = = . Di(x) = —_
00 = o =S DI =g =

f isthomotop zu 8" — 8", x - —x, d.h. deg f = deg(x — —x) = (=1)"*!.
Zu (ii): Die Abbildung
g(x) = —f(x)
hat keinen Fixpunkt, also den Grad (=D)L,
(=1)"*" - deg f = deg(~id)deg f = deg(~/f) = (=1)"*"

alsodeg f = 1. O
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4 Berechnung von Homologiegruppen und Anwendungen

Satz 4.4.6 (Satz vom Igel). Sei f: 8> — R? ein stetiges Tangentialvektorfeld, d. h. f sei stetig
und fiir jedes x € S* sei f(x) ein Tangentialvektor an S* im Punkt x, d. h. f(x) L x.
Dann hat f mindestens eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, f besitze keine Nullstelle. Dann ist g: 8> — S?, x — ”ﬁg” wohldefi-

niert und stetig. Nach Konstruktion sind x und g(x) zueinander orthogonale Einheitsvektoren, d. h.
g(x) # +x fiir x € S%. Also gilt

degg = (-1)> = -1 aberauch degg = 1. 4

Bemerkungen
(i) Eine andere Formulierung lautet: Ein Igel 148t sich nicht kammen.

(ii) Ein Tangentialbiindel von S ist die Menge
TS? = {(x,v)eSsz3 | UJ_x}

Die Abbildung
TS - 82, (x,v) — x,

Die jedem Vektor seinen Angriffspunkt zuordnet, ist stetig. Ein Tangentialvektorfeld auf S?
ist gerade ein Schnitt von r, d. h. eine stetige Abbildung

5: 8> > TS8% x—s(x) mitmos=id
(iii) Das Tangentialbiindel ist lokal trivial, d. h. zu jedem Punkt x € S? gibt es eine offene Um-
gebung U C S? derart, daB die Einschrinkung
7T|7T_1(U): 7T_1(U) - U
bis auf Homdomorphie gerade

UxR?> > U, (x,v)—> x ist.

(iv) Frage: ist 7S? — S? global trivial, d. h. gibt es kommutatives Diagramm

f
(x,v) € S*xR?—T§?

ook

xe 32 SZ

mit einem Homdomorphismus f, der auf jeder Faser einen R-linearen Isomorphismus indu-
ziert:
-1 -1
p(x) = ().

Antwort: Nein, denn s: S? —» S? X R2, x — (x, (1, 1)) ist Schnitt mit s(x) # 0 Yx € S2.
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Definition 4.4.7 (Bigrad einer Abbildung). Fiir jede stetige Abbildung

u:8"x8" - 8"
ist
H,S"® H,S" = H,(S" x S") 5 H,(S") Konneru-Formel (%)
=77 =Z

von der Gestalt
(x1,x) > dix1 +doxy mit dy,dy €.

Das Paar
(d1,dp) =: degpu

heif3t Bigrad von p.

Bemerkungen
genauere Berechnung des Isomorphismus in (x):

(1) Wir fixieren Basispunkt Q € S8". Wir haben folgende stetige Abbildungen:

i S"—- 8" xS, x=(x,0)
i: S - S8"xS", x - (Q,x)
prL: S"x8" - 8", (x,y) > x
P S"x8" - 8", (xy) —y

Dann ist die folgende Abbildung die identische Abbildung

- ~ (i155024) ~ (P1x,P2+)
A,S8"® [,S" 25 7,(S" x S") b2

H,S8"® H,S" (%)

. . (Pl*il*(a)+P1*i2*(b), pZ*il*(a)+p2*i2*(b)

(a,b)}—>ll*(a)+12*(b)}ﬁ e N e e
=id =0 =0 =id

Die exakte Sequenz

(i11,024)

0—- H,S"e H,S" — H(S" x S") — Kokern — 0

zerfillt:

H,S"xS") = H,S" ® H,S" ® Kokern
=7Z&®Z =Z =Z

= Kokern = 0. Also sind (i, i) und (p1«p2s) zueinander inverse Isomorphismen. Im
folgenden identifizieren wir H,S" ® H,S" mit H,(S" x 8") mit Hilfe von (i1, i2.). Der
Bigrad ist dann durch die folgende Bedingung definiert:

M © (T4, 12:)(X1, X2) = d1 X1 + daxa.

(i1) (i14,12.) hdngt nicht von der Wahl von Q € S" ab, denn diese Abbildung ist invers zu
(pl*, P2sx.
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4 Berechnung von Homologiegruppen und Anwendungen

Satz 4.4.8 (Eine Eigenschaft des Bigrades). Seien f: 8" - 8" X S" und yu: 8" x 8" — §" stetig.

Seien f1, f»: 8" — 8" die Koordinatenfunktionen von f:

J) = (fitx), L(x) Yxe S
Sei (dy, d>) der Bigrad von u. Dann gilt:

deg(u o f) = dy deg fi + dr deg f>

Beweis. Fiir x € H,S" gilt:

My © fo(X) = s 0 (i14, 124) © (P14, P25) © fi(X)
= M © (15, 124) © (f1(X), f2:4(X))
= Hs 0 (i14, i2:)(deg f1 - x,deg f2 - x)
=didegfi-x+dydegf x
= (dideg fi +drdeg fo) - x

deg(u o f) = di deg fi + drdeg f>

Satz 4.4.9 (Grad der Potenzabbildung). Sei § = S! = {z € C| ||zl = 1} oder S = S?
| flz]l = 1}
Dann hat die Abbildung

p:S—8, ze 7

den Grad k.

Beweis. Sein =dimS.

1. Schritt
Der Bigrad von S X S 5 S, (z1,22) = 21 - 22 ist (1, 1).
Sei (d1, d») der Bigrad von p. Dann hat man

(il*in*) M

H,S ® H,S — H,(S xS) H,S
(a,b) dia + dyb
(il*a, lZ*b)
Also p, o (i1, i) = di + dpb. b = 0 bzw. a = 0 liefert
:u*(il*a) =da, ﬂ*(IZ*) =b
d.h.
dia = pia) = (o ir)(a) i1:8 =8 xS
=a Va x = (x,0)
poij(x)=0x
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poiy =idfalls Q = 1. Analog erhilt man d,b = b Yb. Man bekommt
di=dy=1

im Falle Q = 1 € C bzw. H. (Hingt nicht von Q ab).

2. Schritt
deg px = k.
Es gilt
Pk = p o (Pk-1,1d)
also
deg px = deg u(pg-1,1d)

=1-degpi—1 +1-degid nach 4.4.8

=degpr-1 +1
Wegen deg p; = degid = 1 folgt die Behauptung durch Induktion. O

Satz 4.4.10 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Polynom
@) =F+a N+ e k>0,c; €C

hat mindestens eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, es gibt ein p(z) ohne Nullstelle. Dann ist

A:S1 —>Sl, e p(Z)
P IP@I

wohldefiniert und stetig. Es reicht zu zeigen:
(1) hat p keine Nullstelle z mit |z] < 1, so giltdeg p = 0.
(i1) hat p keine Nullstelle z mit |z] > 1, so gilt deg p = k.
Zu (1): Wir betrachten die stetige Familie

p(t2)

pr: S' - S,
pr Pl

Es gilt p1 = p, po konstant.
= degp =degp; =degpo=0

Zu (ii): Wir betrachten stetige Familie

q(z,1)
llg(z, Dl

f?,:Sl—>Sl, <1

mit g(z,1) = £ p(3) = Frte1 7 + e + .+ tfep. Diese Abbildungsfamilie ist auch in r = 0
stetig. Es gilt pg = px, p1 = p. Also

deg p = deg p1 = deg po = degpx = k.
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5 Die Homologie der Polyeder

5.1 Vergleich von simplizialer und singularer Homologie

Definition 5.1.1 (Einige Kategorien). A Kategorie der Simplizialkomplexe. Morphismen erhalten
Simplizes.

A® Kategorie der simplizialen Paare (K,L) mit K € |A, L C K Teilkomplex. Morphismen
f:(K,L) — (K’, L") sind Morphismen in A mit f(L) C L'.

A Kategorie der geordneten Simplizialkomplexe. |A| ist die Klasse der Simplizialkomplexe, deren
Eckenmengen mit linearer Halbordnung versehen sind. Morphismen erhalten die Ordnung

(aus a < b folgt f(a) < f(b)).

A® Kategorie der geordneten simplizialen Paare.

Definition 5.1.2 (Einige Funktoren).

lo|: A — Top, K w— |K| geometrische Realisierung
A® - Top®, (K,L)~ (IKI,|L])
S:A— K(Ab), K - S(K)
S:A® - K(Ab), (K,L)— S(K,L):=S(K)/S(L) geordnete simpliziale Homologie
HK,L):=HS(K,L), H(K):=HK, o)
C: A — K(Ab), K+ C(K) orientierte simpliziale Ketten
C: A? = K(Ab), (K,L)— C(K,L) = C(K)/C(L)
analog:
S,C: A — K(Ab)
S,C: A® = K(Ab)

Einige natiirliche Transformationen:
C — S natiirliche Transformation von Funktoren A K(AD) bzw. A® - K(AD).
S — C natiirliche Transformation von Funktoren A — K(Ab) bzw. AP — K(Ab).

Sei K ein Simplizialkomplex. Jedes geordnete Simplex s = (€7, ..., e?) 148t sich mit einem linea-
ren singuldren Simplex von |K| identifizieren:

s: Ay > K|, e e
Diese Identifikation induziert eine natiirliche Einbettung

S(K) = S(IK])
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Fiir jeden Teilkomplex L von K hat man ein kommutatives Diagramm

S(K) — S(IK)
| e ]
S(L) —= S(ILD)
also einen Gruppenhomomorphismus
S(K)  S(K)
K L)y=——=—> —— =S(K|,IL
S(K,L) S S S (K1, ILD)

(148t sich als Einbettung auffassen). Alle diese Konstruktionen sind funktoriell, d. h. man erhilt
natiirliche Transformationen

S(e) > S(lo)), S(e,0) = S(|ol,[0])
Unser Ziel ist zu zeigen: diese Transformationen induzieren Isomorphismen auf der Homologie.

Lemma 5.1.3 (Kompakte Teilmengen von Polyedern). Seien K ein Simplizialkomplex und
F CIK|

eine kompakte Teilmenge. Dann gibt es einen endlichen Teilkomplex
K'cK

mit F C |K’|.

Beweis. Sei F C |K| eine beliebige Teilmenge.

1. Schritt
Es gibt eine diskrete Teilmenge F’ C F, welche mit jedem offenen Simplex von K, welches F
schneidet, genau einen Punkt gemeinsam hat.
Sei I die Menge der s € K mit
[s°NF + @.

Fiir jedes s € I wihlen wir ein
psElS°NF

Wir setzen F’ = {ps | s€l}. Dann ist F’ von der gesuchten Art, denn |K| ist die disjunkte
Vereinigung der |s|°, s € K.

Bemerkungen:

Jedes |s]| ist Vereinigung von endlich vielen |§]°. = [s| N F” ist endlich fiir jedes s € K. = |s| N F’
ist abgeschlossen in |s| fiir s € K. = F’ ist abgeschlossen in |K|

Analog sieht man: Jede Teilmenge von F”’ ist abgeschlossen in |K]|.

Sei p € F’. Zu zeigen: es gibt eine Umgebung U C |K| mit F' NU = {p}. F' \{p} ist abgeschlossen
in |K|. Dann ist U := |K|\(F’ \{p}) offen in |K| und enthilt p. Nach Konstruktion gilt UNF’ = {p}.
Damit gezeigt: F”’ ist diskret.

2. Schritt:
Beweis der Behauptung.
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Sei F kompakt. Sei F” die im ersten Schritt konstruierte Menge. Sei K’ die Menge der Simplizes
s € K mit
sI°NF + @

zuziiglich aller Teilsimplizes aller dieser s. Dann ist K’ ein Teilkomplex von K mit
F C|K'|

(xeF = AseKmitxe|s]° = |sI°’NF+0 = [s°NF +@ = seK' = xels|°C|K'|)
Noch zu zeigen: K’ ist endlich. Es reicht zu zeigen: { s € K | |s|° N F’ # @ } ist endlich. Dafiir
reicht zu zeigen: F” ist endlich. Das ist aber der Fall, weil F’ C F abgeschlossen und diskret und
F kompakt ist. O

Satz 5.1.4 (Vergleichssatz). Sei (K, L) ein simpliziales Paar. Dann ist fiir jedes q der natiirliche
Homomorphismus
Hy(K, L) — Hy(K|,|LI)

ein Isomorphismus. Anders ausgedriickt:
S(K,L) — S(K|, L) (%)

induziert Isomorphismus auf Homologie

Beweis. 1. Schritt
Reduktion auf den Fall L = @.
Das folgt aus der Kommutativitit des folgenden Diagramms mit exakten Zeilen:

H,(L) H,(K) Hy(K,L) — Hy (L) — - .-

Hy(|L]) — Hy(IK]) — Hy(IK|, L)) — Hg-1 (L) —— -

zu zeigen: y, ist Isomorphismus. Nach dem Fiinferlemma reicht zu zeigen: a1, @y, 84, B4-1 sind
Isomorphismen.

2. Schritt:

Falls K endlich: Beweis durch Induktion nach der Anzahl [ der Simplizes von K.

[ = 1: |K] ist ein einpunktiger Raum. Die Komplexe von * (mit L = @) sind gleich und die
Abbildung ist die Identitit.

[ > 1: Sei s € K von maximaler Dimension. Wir entfernen s aus K und erhalten Teilkomplex
K’ c K. s bildet mit allen seinen Seiten einen Teilkomplex L C K. Angenommen, L = K. dann
ist |K| hom&omorph zu einem Standardsimplex. Simpliziale und singuldre Homologie von K bzw.
|K| sind gleich der Homologie eines Punktes, d. h. = mit L = @ ist [somorphismus. Andererseits
angenommen, L C K. Wir betrachten das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen und K =
K' UL, |K|=|K'|U|L|:

= H (K'NL) Hy(K") @ Hy(L) ——= Hy(K) ——> H, (K’ 0 L) — -

la lﬁ@y ia l

-+ ——= Hy(IK'| N |L]) —— Hy(IK') & Hy(IL]) — Hy(IK|) — Hg-1(IK'I N |L]) —— -
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Zu zeigen: ¢ ist ein Isomorphismus. Nach dem Fiinferlemma reicht zu zeigen: a, 8, v sind Isomor-
phismen. @ und g sind Isomorphismen nach Induktionsvoraussetzung. y ist [Isomorphismus nach
letztem Fall.

3. Schritt
K ist nun beliebig, L = @.
Zu zeigen:

H,(K) 25 H,(K)

ist Isomorphismus.

Zunichst: ¢k ist surjektiv: Sei ¢ € H,(|K]). Wihle Kette z € S(|K]) mit { = [z]. z ist endliche
Linearkombination von endlichen singuldren Simplizes. Nach 5.1.3 gibt es einen endlichen Teil-
komplex K’ C K mit z € S(|K’|). Weil ¢k bijektiv ist, gibt es ein 7 € S (K”) mit

(2] = [z] € H(K'])

d.h. 7 — zist Rand aus S (|K’|) € S(|K]|), d.h. [Z] = [z] in H(|K)).
Nun: ¢k ist injektiv: Sei { € H,(K) im Kern von pg. Wihle Kette z € §(K) mit [z] = £. Nach Vor-
aussetzung gibt es eine singulédre Kette ¢ € S (|K|) mit dc = z. Nach 5.1.3 gibt es einen endlichen
Teilkomplex K’ C K mit

c,z € S(K']),

d. h. die Homologieklasse von z liegt im Kern von ¢g-. Weil gk bijektiv ist, folgt
[z1=0€ H(K") C H(K).

Wegen S (K’) C S(K) folgt [z] = 0 in H(K). O

Bemerkungen:
(i) Analoge Ergebnisse gelten fiir die orientierten simplizialen Ketten.

(i1) Homologie mit Koeffizienten in einer beliebigen abelschen Gruppe.
SX;A) =SX)®A
ist der singulidre Komplex des topologischen Raums X mit Koeffizienten in A.
SX,Y;A) =S5(X;A)/S(Y;A)

AuBerdem: H(X;A) = H(S(X;A)), HX,Y;A) := H(S(X, Y;A)). Man hat die selben kurzen
exakten Komplexsequenzen und langen Homologiesequenzen. Fiir Ausschneidungstriaden
hat man die selben MAYER-VIETORIS-Sequenzen. Analog geht man im Fall von Simplizial-
komplexen vor. Es gilt der Vergleichssatz.

5.2 Simpliziale Mannigfaltigkeiten
Definition 5.2.1 (Topologische Mannigfaltigkeit). Eine (fopologische) n-Mannigfaltigkeit M ist

ein topologischer Hausdorff-Raum mit der Eigenschaft, dafs jeder Punkt x € M eine offene Umge-
bung U besitzt, die homoomorph ist zu einer offenen Teilmenge des R".
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Definition 5.2.2 (Simpliziale Mannigfaltigkeit). Ein d-dimensionaler Simplizialkomplex K heif3t
simpliziale Mannigfaltigkeit, falls gilt:

(i) Jede Seite von K ist Seite eines d-Simplex.
(ii) Jedes (d — 1)-Simplex ist Seite von genau zwei Simplizes.

(iii) Im Falle d > 1 ist fiir jede Ecke e von K der Rand (st, K) eine zusammenhdngende (d — 1)-
Mannigfaltigkeit.

Im Falle d = 1 heifit K simpliziale Kurve, im Falle d = 2 simpliziale Fléche.

Vereinbarung: im folgenden seien alle Mannigfaltigkeiten zusammenhéngend. Den Begrift der
berandeten d-Mannigfaltigkeit erhilt man, wenn man die zweite Bedingung ersetzt durch

(i1)’ Jedes (d — 1)-Simplex ist Seite von hochstens zwei d-Simplizes.

Die (d — 1)-Simplizes, die Seite von nur einem d-Simplex sind, bilden zusammen mit deren Seiten
einen Teilkomplex 0K, welcher Rand von K heifit. Man fordert weiter

(iv) OK isteine (d — 1)-Mannigfaltigkeit.

Lemma 5.2.3. Sei K eine kompakte zusammenhdngende simpliziale d-Mannigfaltigkeit und J die
Menge der d-Simplizes von K. Sei J = J' U J" eine Zerlegung von J in zwei nicht-leere disjunkte
Teilmengen.

Dann gibt es d-Simplizes s’ € J' und s” € J” mit

dim(s' Ns")=d-1

Beweis. Seien

F = U s, F'= U Is].

seJ’ seJ”

Dann gilt |[K| = F’ U F”. F’ und F” sind kompakte abgeschlossene Teilmengen von |K|. Wire
die Vereinigung disjunkt, so wiren F’, F’" auch offen im Widerspruch zu |K| zusammenhingend.
Also F' N F” # @.
Der Rest des Beweises folgt mit Induktion nach 4.
d = 1: F’ und F” sind zwei Kantenziige ohne gemeinsame Kanten. Jeder Punkt von F’ N F” ist
gemeinsame Ecke von zwei Kanten von F’ bzw. F”.
d > 1: Da F’ und F” Vereinigungen von Simplizes |s| mit s € K sind, gibt es eine Ecke ¢ von K
mit

ecF'NF".

Nach Definition ist (st, K) eine (d — 1)-Mannigfaltigkeit.

(st KY1 =1

sel

I={seK |e¢s {eJUseK, dms=d—-1}
I=rulr’
I'={sel|IsiCF'} I"={selll|scF"}
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Die Vereinigung ist disjunkt: Fiir s € I’ N I” gilt {e} U s € K. {e} U s ist ein d-Simplex des
Simplexsterns von e, also I’ und /"’ nicht leer. e ist sowohl Ecke eines d-Simplizes s’ von J’, als
auch Ecke eines d-Simplizes s” von J”.

selt, s'el]’, ecs, ecs
Is'|C F', |s|CF”
Also § = s’ \ {e}, §" = 5" \{e} sind (d — 1)-Simplizes von st, K mit |§'| C F’,|§”’| C F", also

§ € I',§ € I'’. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es 5 € I’ und § € I’ mitdim §' N §"’ = d-2.
Wir setzen

Diese sind d-Simplizes von K mit
dims' Ns” =dims N§" =d-1

und |s'| C F', |s”| C F”,d.h. s’ € J', s”” € J”. (hier benutzten wir: I’ :={s el | sU{e}eJ } =
{sel | |sUle}| C F'}, analog fiir I””). O

Satz 5.2.4 (d-te Homologie einer d-Mannigfaltigkeit). Sei K eine zusammenhdngende simpliziale
d-Mannigfaltigkeit.
Dann gilt

Hy;(K]) =2 oder H,(K]) = 0.

Im ersten Falle nennt man K orientierbar, im zweiten nicht orientierbar.

Beweis. Weil |K| kompakt ist, ist K endlich, seien die Ecken von K ey,...,e,. Auf diese Weise
seien die Ecken geordnet. Fiir

s={e,~0,...,eiq}€K 0 <i1 <...<lqg
Sei
[s] = [eiy, - - -, €, ] = (e, - - -, €,)

das zugehorige orientierte Simplex. Analog sei die Menge der d-Simplizes von K linear angeord-
net.

1. Schritt:

Konstruiere eine Folge s1, ..., s; von d-Simplizes und eine Folge ¢1,...,& € {£1} von ,,Vorzei-
chen’. s; sei das erste d-Simplex, &, = 1.

Seien s1,...,s,_1 und &1,..., &_1 schon konstruiert. s; sei das erste von s1, ..., 5;_1 verschiedene

d-Simplex, welches mit einem der s1,. .., s;_1, nennen wir es s, eine (d — 1)-Seite gemeinsam
hat.
dimsiﬁsj(i):d—l, ji) <i
——
S

Das g; € {1} wihlen wir derart, daB [s] in
£0[si] und jidlsja]
mit unterschiedlichen Vorzeichen auftaucht, d. h. in

gi0[s;] + £j;)0ls i)
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tritt [s] nur mit Koeffizienten 0 auf. Da K nur endlich viele Simplizes besitzt, bricht die Konstruk-

tion nach endlich vielen Schritten ab und wir erhalten die Folgen sy,...,s;und €1, ..., ;.
2. Schritt:
I' ={sy,...,s }ist die Menge aller d-Simplizes von K.

Andernfalls gibt es ein d-Simplex von K, welches von allen s; verschieden ist. Sei I”” die Menge
aller dieser d-Simplizes. Nach 5.2.3 gibtes s; € I’ und 5" € I’ mit

dims;Ns" =d-1,

d. h. die Konstruktion des ersten Schrittes 148t sich mit einem der s’ aus I’ fortsetzen im Wider-
spruch zur Wahl von /.

3. Schritt:
Jeder d-Zyklus von C(K) ist ein ganzzahliges Vielfaches von

c = Z gils;].
Sei z ein d-Zyklus. Wegen g; € {+1} konnen wir z in der folgenden Gestalt schreiben:
= Z gigils;] mit g; € Z.
Nach Voraussetzung gilt
0=0z= Z gi€ills;]. (*)
Wir betrachten ein festes i:

s=sjpNs, Jj)<i, dims=d-1

s ist Seite von genau zwei d-Simplizes, ndmlich von s; und s ;). Deshalb tritt [s] in (+) an genau
zwei Stellen auf: als Summand von g;&;d[s;] und g & ;)0 s j;)- Wegen (x) gilt also: g; = g ). Wir
haben gezeigt: jedes g; ist gleich einem g mit i’ < i, d. h. alle g; sind gleich:

< =4goc.

4. Schritt:
Berechnung von Hy;(|K]).
Es gilt
Hy(IK) = Ha(C(K))

Weil K die Dimension d hat, gilt Cg.1(K) = 0, d.h.
Hy(IK]) = Za(C(K))

Erster Fall: Angenommen ¢ Zyklus. Dann sind auch alle ganzzahligen Vielfachen von ¢ Zyklen
d.h.
Hy(K)=Zc=Z

Zweiter Fall: c ist kein Zyklus. Dann ist auch d - ¢ kein Zyklus, es sei denn, d = 0. Also

Hy(IK]) =0
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Bemerkungen;:

(i) Wenn c ein Zyklus ist, so heifit ¢ auch Fundamentalzyklus von K oder auch Orientierung
von K.

(i1) Sind alle Koeffizienten aus F, anstelle von Z, so ist ¢ stets ein Zyklus. Deshalb gilt fiir jede
kompakte simpliziale d-Mannigfaltigkeit K

Hy(K|;F2) =Fy - c = Fs.

(iii) Dieselben Betrachtungen wie oben zeigen fiir jede berandete d-Mannigfaltigkeit mit nicht
leerem Rand gilt
Hy(IK[;A) =0

(iv) Im Fall d = 2 iibersetzt sich die Bedingung, da3 ¢ ein Zyklus ist, in die Aussage, K
enthilt keine berandete 2-Teilmannigfaltigkeit L C K, deren Realisierung homdomorph
zum Mobiusband M ist.

5.3 Kompakte simpliziale Flachen

Definition 5.3.1 (Einfach zusammenhingende simpliziale Flichen). Eine simpliziale Fliche heif3t
einfach zusammenhéngend, wenn fiir jeden geschlossenen Kantenzug L (ohne Selbstschnitte) die
Differenz |F| \ |L| nicht mehr zusammenhdngend ist.

Keine Selbstschnitte bedeutet: jede Ecke ist Ecke von genau zwei Kanten, d. h. L ist 1-Mannigfal-
tigkeit.

Satz 5.3.2 (Struktur einfach zusammenhéngender simplizialer Flichen). Sei K eine einfach zu-
sammenhdngende kompakte simpliziale Fliche.
Dann ist |K| homéomorph zur 2-Sphdire,

K| = S

Beweis. 1. Schritt

Satz von JORDAN.

Fiir jeden geschlossenen zusammenhidngenden Kantenzug L von K ohne Selbstschnitte ist die
Anzahl der Komponenten von |K]| \ |L| gleich 2:

Ho(KINIL) =Z&Z
Seien ¢y, ... ¢; die Komponenten von |K| \ |L|. Nach Voraussetzung ist ¢ > 2. Eigenschaften der c;:
(1) die ¢; sind disjunkte Vereinigungen offener Simplizes von K.
(i1) die AbschlieBungen ¢; der c; sind Vereinigungen abgeschlossener 2-Simplizes von K.
(iii) die ¢; sind abgeschlossen in |K| \ |L|, also auch in |K].

(iv) die ¢; sind offene Teilmengen von |K| \ |L|, also auch von |K].
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Zum Beweis der Behauptung reicht zu zeigen:
ILlc¢ fir i=1,...,t (*)

Ist ndmlich / eine Kante von L und sind A’ und A” die beiden Dreiecke mit der Seite /, so liegt
jeder innere Punkt von / ganz im Innern von

|A'I N IA”]. ()

Wegen (x) enthélt jedes ¢; einen inneren Punkt von («"). Da A’ und A" die beiden einzigen Dreiecke
sind, die an / grenzen, muf eines dieser Dreiecke ein Dreieck von ¢; sein:

IA'° Cc; oder |A”|° Cc;

Da die ¢; disjunkt sind, folgt ¢ < 2.
Beweis von (x): ¢; ist linear zusammenhédngend, dann folgt ¢; N |L]| ist leer oder linear zusam-
menhingend.
Zeigen wir, dieser Durchschnitt ist nicht leer. J = { Dreiecke von K }. J = J" U J”. J’ sei die
Menge der Dreiecke A mit [A| C ¢;. J” sei die Menge der iibrigen Dreiecke. Nach 5.2.3 gibt es
Dreiecke
ANel, AeJ’ mit dimA'NnA” =1.
SEY
S
= besteht aus Punkten, deren Umgebungen Punkte mit ¢; und auch Punkte mit | K|\ ¢; gemeinsam
haben. = |s| C dc; C ¢;, = |L| N ¢; hat mindestens eine Kante.
Wir wihlen einen in |L| N ¢; liegenden maximalen Kantenzug L.
1.Fall: ' = L = |L| = |L'| C ¢;, dann gilt (x).
2. Fall: Dann kann L’ nicht geschlossen sein, es besitzt also einen Endpunkt e € L’, d.h. e ist
Ecke von genau einer Seite /; von L’. /] ist Seite von mindestens einem Dreieck A; von K mit
|A1] € ¢1. Konstruktion: Sei I, die von [; verschiedene Seite von A; mit der Ecke e. A, sei das von
A; verschiedene Dreieck mit der Seite ;. I3 die von I, verschiedene Seite von A, mit Ecke e. Weil
K endlich ist, ist diese Konstruktion periodisch mit Periode #'.

e€ANAjy =l
Api1 =Ny lryi =AM NApy1 =AM N Ay =14
AN = 22
AM#A =1 >3 (sonst A; = Ay)

Nach Konstruktion ist A das von A; verschiedene Dreieck mit der Seite /;,
Ay Ccr

Angenommen: |L| C ¢;. Dann ist [L| N ¢; disjunkte Vereinigung von endlich vielen zusammen-
hingenden Kantenziigen und eventuell endlich vielen Punkten. Gezeigt: ein Kantenzug L’ kommt
mindestens vor, L’ nicht geschlossen, d. h. 3 Eckpunkt e und Endkante /, und daran liegend A; C ¢;.
Problem: liegen alle A; ganz in ¢;?
Falls ja: Die von [ verschiedene Kante / von L mit der Ecke e ist dann Kante von zwei der A;.
Also gilt I’ C ¢;, d. h. es gilt

ILTUIl =5
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im Widerspruch zur Wahl von L’.
Falls nein: Wihle s mit
A15A25'°-9AS - aaAS-Fl c c_l

d.h. Agy1 C ¢ fiir ein j # i. Also die gemeinsame Seite /;,1von A und Ay liegt dann aber
sowohl auf Rand von ¢; als auch auf Rand von c;. Insbesondere gilt [, C ¢;, d.h. LU |1 € Ci
im Widerspruch zur Wahl von L’.

2. Schritt:

Fiir jeden geschlossenen Kantenzug L von K ohne Selbstschnitte ist jede der beiden abgeschlosse-
nen Komponenten von |K|\|L| hom&omorph zur abgeschlossenen Kreisscheibe { z€ C | ||z]| < 1}.
Seien ¢’ und ¢” die beiden abgeschlossenen Komponenten. Es reicht zu zeigen: ¢’ ist homéomorph
zur Kreisscheibe.

¢’ ist Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Dreiecke von K. Wir fithren den Beweis durch
Induktion nach deren Anzahl n.

n = 1: A; ist hombomorph zu B'.

n > 1: Wir dndern L so ab, da} eines der Randdreiecke A von ¢’ zu einem Dreieck von ¢’ wird
und erhalten einen Kantenzug L.

1. Fall: L; hat keine Selbstschnitte. Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢’ \ A homdomorph zur
Kreisscheibe B!. Wir erhalten ¢’ aus 8! durch Ankleben von A entlang eines gemeinsamen Ran-
dintervalls, d. h. ¢’ ist hombomorph zur Kreisscheibe.

2. Fall: L’ ist Vereinigung von zwei geschlossenen Teilkantenziigen L] und L/, mit einer gemein-
samen Ecke. Jeweils eine der beiden abgeschlossenen Komponenten ¢ zu L; ist echt enthalten in
¢’. Nach Induktionsvoraussetzung sind diese also homdomorph zu B!, es gilt

r_ ’
¢ =ciUAUc,.

¢’ entsteht also aus der Kreisscheibe ¢; durch Ankleben von A entlang eines Randintervalls und
anschlieBendem Ankleben der Kreisscheibe ¢, ebenso entlang eines Randintervalls. Insgesamt ist
also ¢’ homéomorph zur Kreisscheibe.

3. Schritt:
Abschlull des Beweises:
Nach dem zweiten Schritt entsteht |K| durch Verkleben zweier Kreisscheiben entlang ihrer ge-

meinsamen Randlinie, d. h.
K| = S2.

Bemerkungen:
(i) Umgekehrt ist jede simpliziale Fliche K mit |[K| = S? einfach zusammenhiingend.

(i) Eine kompakte simpliziale Fldche K ist genau dann einfach zusammenhéangend, wenn deren
baryzentrische Unterteilung es ist.

Satz 5.3.3 (Nicht einfach zusammenhingende kompakte Fldchen). Sei K eine zusammenhdngende
kompakte simpliziale Fliche, die nicht einfach zusammenhdngend ist. Dann tritt einer der beiden
folgenden Fidlle ein:

(i) Eine iterierte baryzentrische Unterteilung K’ von K enthdlt einen Teilkomplex L C K’,
dessen Realisierung homéomorph zum kompakten Mobiusband M ist.

98



5.3 Kompakte simpliziale Flichen

(ii) Eine iterierte baryzentrische Unterteilung K’ von K enthdilt einen Teilkomplex L, dessen
Realisierung homoomorph zur Oberfliche eines Torus ist, aus dem eine Kreisscheibe ent-
fernt wurde. (Hantel T~).

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es einen geschlossenen Kantenzug L € K ohne Selbstschnitte
mit der Eigenschaft, daB} |K| \ |L| zusammenhéngend ist. Beginnend mit einer Ecke e von L durch-
laufen wir die Kurve |L|, wobei wir uns vorstellen, dafl wir stets rechts neben der Kurve herlaufen.
Wenn wir wieder bei e ankommen, gibt es zwei Mdglichkeiten:

(1) Wir befinden uns links neben der Kurve |L|.
(i1) Wir befinden uns rechts davon.

Im ersten Fall tritt der erste im Satz beschriebene Fall ein.

Nehmen wir an, dieser Fall tritt nicht ein, d. h. |K]| enthalte kein Mdbiusband. in der Fldche |K] liegt
dann ein ,,Streifen”, also ein Zylinder iiber der Kreislinie. Wir betrachten eine von e ausgehende
Kante [/ von L und die beiden Dreiecke A’ und A” mit der Seite /. Seien b’ := b(A’) und b” := b(A"")
die Baryzentren von A’ bzw. A”. Da |K| \ |L| zusammenhédngend ist, gibt es einen Kantenzug in
|K| \ |L], welcher b’ und b” verbindet. Durch Hinzufiigen zweier Kanten innerhalb von A’ U A”
erhalten wir einen zweiten geschlossenen Kantenzug L', der mit L nur den Punkt e gemeinsam
hat. Wir wiederholen obige Konstruktion und erhalten einen zweiten Streifen. Durch Vereinigung
der beiden Streifen erhalten wir einen Raum, der dem 7 entspricht. ]

Bemerkungen:
(i) Es gelten:

Hy(M)=0  (da M zusammenhingend)
H,(M)=0 (da M berandet)
HM)=HM)=7Z (da S' starker Deformationsretrakt von M)

(i1) Es gilt

H)T.)=0 (da 7 berandet)
H(T)=Z&Z

Beweis. Es gilt

Hy (T, 0T) = Hy(T,A) (nach Ausschneidungssatz)
= Hy(T . {p}) = Hy(T)

Hy(T+,0T.) =7

H(T:,0T.) =Z&Z

Die relative Homologiesequenz von (7, 87 liefert:

Ha(T,07) = H1(dT.) R H(T) 5 Hy(T,07) N Hy(0T ) i> Ho(T)
=z =H;ShH=z =0 =0 =z id =z
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5 Die Homologie der Polyeder

Durch Betrachten des relativen Fundamentalzyklus sieht man: a surjektiv, also 8 = 0 und
hat somit

0= H\(T2) 5 Hy\(T%,0T) = 0
=7®7Z

O

Satz 5.3.4 (Homologische Charakterisierung der einfach zusammenhingenden Fldchen). Seien K
eine kompakte simpliziale Fldche. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) K ist einfach zusammenhdngend.

(ii) Hy(K) =0

Beweis. (1)=(ii): Nach 5.3.3 ist |K| = 82, also
Hi(K) = H (IK]) = H(S%) = 0.

(i1)=(1): Angenommen, K ist nicht einfach zusammenhingend. Dann gibt es eine iterierte bary-
zentrische Umgebung K’ von K und einen Teilkomplex L’ € K’ mit

IL'|= M oder |L|=7,.
Wir schreiben K’ = L' U L” mit einem Teilkomplex L”, der mit L’ nur den Rand gemeinsam hat.
IL'nL’| =S
Dann haben wir die MAYER-VIETORIS-Sequenz

Hy(K') S Hy(L' N L") LN Hi(L"Y® H{(L") % Hi(K").
-z =H,(K)=0
H{ (L’ n L") wird vom Fundamentalzyklus erzeugt. Dieser liegt im Bild von «, d. h. « ist surjektiv,
d.h.f=0,d.h.
0— H(L)® Hi(L") >0

d.h. Hi(L") = H{(L"”) = 0 im Widerspruch zu |L’| = M oder [L'| = T~. O

Definition 5.3.5 (Adjunktion). Sei K eine simpliziale Fldche. Wir entfernen aus |K| eine offene
Kreisscheibe und kleben entlang des gemeinsamen Randes ein Mobiusband bzw. eine Hantel ein.
Von der entstehenden Fliche sagt man, sie entsteht aus K durch Adjunktion eines Mobiusbandes
bzw. einer Hantel.

Bemerkungen:
(i) Die Adjunktion von M liefert nicht-orientierbare Fldchen.

(i) Die Adjunktion einer Hantel erhilt die Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit. (Man
betrachte Fundamentalzyklen bzw. Mobiusbénder)

Satz 5.3.6 (Klassifikation der kompakten simplizialen Fliachen). Sei X die Realisierung einer kom-
pakten simplizialen Fliche.
Dann gilt:
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5.3 Kompakte simpliziale Flichen

(i) X entsteht aus der Kugeloberfliche durch Adjunktion von endlich vielen Mobiusbindern
und endlich vielen Hanteln.

(ii) Ist X orientierbar, so entsteht X durch Adjunktion von Hanteln.

Beweis. Falls X einfach zusammenhingend ist, dann ist X eine Kugeloberflache und die Behaup-
tung bereits gezeigt.
Sei X also nicht einfach zusammenhingend. Dann enthélt X ein Mobiusband oder eine Hantel:

MCX oder 7.CX.

Wir schreiben ¥ = M bzw. ¥ = 7, und X = Y U Z, wobei Z ein Teilpolyeder ist, welches
mit Y nur dessen Randpunkte gemeinsam hat. Weiter entstehe W aus Z durch Einkleben einer
Kreisscheibe entlang der gemeinsamen Randlinie. Mit anderen Worten: X entsteht aus W durch
Adjunktion einer Hantel bzw. eines Mdbiusbandes. Wir haben zu zeigen: durch Wieerholung der
obigen Konstruktion erhdlt man nach endlich vielen Schritten eine einfach zusammenhingende
Fliche, d. h. es reicht zu zeigen: das Konstruktionsverfahren bricht ab.

Dann reicht es zu zeigen:

dim A,(X; F>) > dim H(W; F,)

Die reduzierte MaYer-ViETORIS-Sequenz zur polyhedralen Triade (X, Y, Z) ist

Ho(Y) ® Hx(Z) = Ha(X) % MY 02) 5 AN ® Ai(Z) > B0 5 Aoy )2)

=0 =0 =
berandete 2-Mflt. =7,
¢ ~ N -
5 Hy(Y)® Ho(Z) 2 Hy(X) = 0
=77 =7

{ ist injektiv, also € = 0 und damit ¢ surjektiv. Damit ist folgende Sequenz exakt:

o-mxs oz Lamem@dEx) -0 )
=H(S8")=H,(YNZ)

1. Fall:
X enthilt kein Mo6biusband = X ist orientierbar, d. h.

Hy(X)=1Z
und () hat die Gestalt
B 4 ~ 5 ~
0-Z—->Z->Z®ZdH((Z)— Hi(X)— 0.

Das Bild von 1 € Z bei y in H,(Y) bzw. H,(Z) wird gerade durch den Fundamentalzyklus von Y
bzw. von 0Z reprisentiert, ist also 0, also y = 0, damit 6 Isomorphismus,

I:II(X) = I:II(Y) @[:Il(Z) = Z@Z@Fll(Z).
Die selbe Rechnung mit der Kreisscheibe anstelle von Y liefert

HW)=H(2Z) dh HX)=ZeZaH,(W).
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Die selbe Rechnung mit F, anstelle von Z liefert

dim H;(X;F,) = dim H;(W;F,) + 2.

2. Fall:
Y ist Mobiusband, d. h. Y = M.
Die Sequenz (x) iiber F, betrachtet hat die Gestalt

05F 58 L Fe Bi(ZF) S Hi(X:E) — 0

also dim A, (X;F,) = dim H,(Z,F,) + 1. Die selbe Betrachtung mit einer Kreisscheibe anstelle von
Y liefert
dim A (W;F,) = dim H,(Z; F»)

und zusammen
dim H;(X;F,) = dim H;(W;F,) + 1.

Bemerkung
Fiir X orientierbar ist
g = dim H](X; Fg)/Z

gerade die Anzahl der Hanteln, die man zu S adjungieren muB, um X zu erhalten. g heiBt Ge-
schlecht von X.
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