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1 Zahlen

1.1 Die naturlichen Zahlen N

Die Menge der natiirlichen Zahlen ist durch die Peano-Aziome charakterisiert:

1) 0 ist eine natiirliche Zahl

2) Jede natiirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger n*.
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)
)
3) 0 hat keinen Vorginger, d.h. In mit n* = 0.
) Jede natiirliche Zahl n auler 0 hat genau einen Vorgiinger.
)

5) Ausgehend von 0 erhélt man als Nachfolger alle natiirlichen Zahlen.

Wir betrachten die Menge der natiirlichen Zahlen N mit
N:={0,1,2,...} (dh:1:=0",2:=1" usw.)

Es sei N* := N\ {0}. Die Eigenschaft (5) schreibt sich formal so:
(MCcN,0e M,(ne M =n"€M))=M=N

Sie ist dquivalent zum Prinzip der vollstéindigen Induktion:

Hat die Zahl 0 eine Eigenschaft (F) und hat mit n auch jeweils nt die Eigenschaft
(E), dann haben alle natiirlichen Zahlen die Eigenschaft (E).

Dies wird nicht nur in Beweisen verwandt, sondern auch zur rekursiven Definition.
Salopp: Ist fiir 0 etwas definiert, und Vn € N auch etwas fiir n* definiert, so auch fiir
alle natiirlichen Zahlen.

Beispiel 1.1 (Definition der Addition). Fir m € N sei
m+0:=m
m+nti=(m+n)"
Damit sind alle Rechenregeln fiir natiirliche Zahlen beweisbar.
1) Assoziativgesetz: (k+m)+n=Fk+ (m+n)
Beweis.
(k+m)+0=k+m=k+ (m+0)

Sei n € N mit
(k+m)+n=k+(m+n)



Dann ist

(k+m)+nt=(k+m)+n)" =k+(m+n)*t
=k+(m+n)" =k+(m+nt)

O
2) Kommutativgesetz: m+n=n+m
Beweis. (1) n+0=0+n:
0+0=0+0
n+0=0+n=n"+0=nT=n+0)T=0+n)"=0+n"
2)n+l=1+mn:
0+1=1+0
n+l=l+n=nt+l=0NT=0+1)T=0+n)T=1+n"
B) m+n=n+m:
m+0=0+m
m+n=n+m=m+nT=m+n)T=mn+m)t =n+(m+1)
=n+14+m)=n+1)+m=n"+m
O

3) Kiirzungsregel: k+n=m+n=k=m
Beispiel 1.2 (Definition der Multiplikation,).

m-0:=0

m-nt =m-n-+m

Lemma 1.1. Sein € N;I C A,,. Dann gibt esk € N, Bij. f: Ay, — I. Stets ist k < n.

Beweis. Basteln. O

Satz 1.2. Sei M Menge, k,n € N und f: A, — M,g : Ay — M Bijektionen. Dann
ist k =n.

Beweis. Esist f~tog: Ay — A, (=: I) als Verkniipfung von Bijektionen eine Bijektion.
Nach Lemma ist k£ < n. Die Relation n < k folgt aus Symmetrie der Voraussetzungen.
=n==%k. O

21.10.03



Definition 1.1. Eine Menge M heifit endlich, wenn es n € N und Bijektion f : A, —
M gibt. Dabei heifit die eindeutig bestimmte Zahl n die Anzahl der Elemente von M
oder Kardinalitit, geschrieben: #M, |M|

Satz 1.3. Jede Teilmenge M einer endlichen Menge M ist endlich mit #J/\Z < #M.

Beweis. Zu n := #M ex. Bijektion f : A,, — M. Dann ist I := ffl(]/\\j) Teilmenge
von A,. Also existiert eine Bijektion g : Ay — I, n > k_€ N. somit haben wir mit
fog: A — M eine Bijektion, d.h. M ist endlich und #M =k < n = #M. O

Definition 1.2. Eine Menge, die nicht endliche Menge ist, heifit unendliche Menge.
Satz 1.4. N ist unendliche Menge.

Beweis. Annahme: N ist endliche Menge. Wegen A,, C N ist dann n < #N fiir alle
n € N. Fiir n = #N + 1 Widerspruch. O

Satz 1.5. Sei M eine Menge. Dann gilt: M ist genau dann unendliche Menge, wenn
es eine Bijektion von M auf eine echte Teilmenge gibt.

Beweis. Ubung. O

1.2 Die ganzen Zahlen 7Z

Wie kommt man von N nach Z7?
Nimm N2 und baue Aquivalenzrelation: (k,m) ~ (k',m’), falls k +m’ = k' + m.
Aquivalenzklassen seien [(k,m)].

Definition 1.3 (Addition).
[(k,m)] + [ )] = [(k +1,m +n)]
Definition 1.4 (Multiplikation).
[(k, m)[(1,n)] == [(kL + mn, kn + Im)]

Definition 1.5. Fiir n € N:
—n = [(0,n)]

Z :={[(k,m)] : k,m € N} mit +.- ist Ring. 23.10.03



1.3 Die rationalen Zahlen Q

Problem k/m nicht méglich fiir alle k,m € Z.
Betrachte Z x Z* mit Aquivalenzrelation (1)

(k,m) ~ (I,n), falls kn =Im

£ = [(k,m)] (Aquiv.klasse) (k € Z,m € Z*)

E ]i/ _ km' 4+ E'm
m r mm’
EoR W
m L mm!
Die Operationen sind wohldefiniert!
k- kK k4K
kK eZ: -4+ —=
i€ 1 + 1 1
Daher identifizieren wir & mit %
m.E_m k_mk_k_
m 1 m 1m 1
kom_km_
m k  mk
NCZcQ

Und Q ist kommutativer Korper.

1.4 Die reellen Zahlen R

Konstruktion analog Analysis II.



2 Teilbarkeit und Primzahlen

2.1 Aligemeines und Definitionen

Definition 2.1. d € Z heifle Teiler von a € Z, falls v € Z existiert mit dv = a. In
Zeichen: d | a. Falls d kein Teiler von a: d { a. Ist d # 0 Teiler von a, so ist v in dv = a
eindeutig.

Beispiel 2.1. 3|12,~8 | 72, —11 | —99, 417, 17]0, 0 0
Va € Z,¥n e N*: (a—1) | (a® —1),denn (a —1)(a" t+a" 2+ ---+a+1)=a" -1
Bemerkung 2.1. d | a < dz —a =0 hat Losung in Z.
Definition 2.2. a € Z gerade, falls 2 | a, ungerade, falls 2 1 a.
Rechenregeln 2.2. 1) ala

2) (a|bAblc)=alc
3) (a|bAc|d)=ac|bd
4) (a|bAhalc)=Vr,y€Z a|br+cy
5) Vd € Z:d|O0. aber
Satz 2.3. Seia € Z*, d|a. Dann:

1 <[d| < |al

Insbes. hat a nur endl. viele Teiler.
Beweis. Sei a = dv mit d,v € Z, also |a| = |d||v|. Wegen a # 0 sind auch d,v # 0.
Somit |d| > 1, |v| > 1, also
la| = |d||v] > |d] = 1
SchlieBlich: {d € Z : 1 <|d| < |a|} hat |2a| Elemente. O
Klar: @ und —a haben dieselben Teiler:
dv =a <= d(—v) = —a

Auchgilt d|a <— —d|a:

dv=a <= (=d)(-v)=a



Satz 2.4 (Division mit Rest). Seien a € N,b € N*. Dann existieren eindeutig
bestimmte q,r € Z mit
a=qgb+r

mit 0 < r <b. (q ,Quotient”, r Rest). Ist a >0, so ist ¢ > 0.

Beweis. A={r € N:3qg € Zmita =¢gb+r} Dann a € A wegen a = 0b+ a. Sei r
kleinstes Element von A (3, da A C N, A # (). Annahme: r > 0. Dann 3 7’ € N mit
b+ 1" =r. Sicher ist v’ < r, da b # 0. Es gibt

geEZmita=gb+7r=(q+1)b+7r,

sodaf} also 7 € A. Widerspruch (Statt Z kann man wohl an geeigneten Stellen auch N
verwenden. )

Eindeutigkeit: ¢gp+r=a=¢b+1r" = (¢—¢)b=r—7",b|r—7' Fallsr —¢' #0, so
folgt b < |r —r'|. Wegen 0 < r < bund 0 <7’ < bist aber |r —7'| <b. Alsor —7r' =0,
r=rqgb=qbq=¢ O
Beweis. [2nd Flavour] A={reN:3g€ Zmita=¢gb+r}.Ist a > 0,s0ist a € A

(¢ =0).
Ista<O0soist r:=a—ab=a(l—-0) € A(qg=a),denn a = ba + r und r > 0 wegen
a<0,1-b<0

Ist g<0,s0ista=¢gb+r < —-b+1r<0. Also ¢ > 0, falls a > 0. O
Beispiel 2.2 (fiir Bestimmung von gréfitem gemeinsamen Teiler von 1692 und 294).

1692 = 5 - 294 4 222
294 =1-222472
222=3-72+6
72=12-6+0

6 ist ggT, und obige Rechnung gibt z,y € Z mit 6 = x - 1692 + y - 294

6=222-3-72
=222 — 3(291 — 222)
=4.222-3-294

=4(1692 — 5-294) — 3-294
=4-1692 — 23 - 294

Satz 2.5 (Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € N* mit 0BdA a > b. Wir setzen
ap = a,a1; =b. Ist n € N und sind ay,an11 € N* definiert, so sei anyo der Rest von
an, bei Division durch an41:

Ap = Qnlnt1 + Apt2



Wir erhalten: ag > a1 > -+ > any1 = 0 mit N € NN < ag. Fs ist ay ggT von a
und b. Schreibweise: ggT(a,b) oder kurz: (a,b), und

(a,0)Z = aZ 4+ VZ = {ax + by|z,y € Z}

Insbesondere: (a,b) ist kleinste Zahl in N*, die ganzzahlige Kombination von a und b
ist. Jeder Teiler von a und b ist Teiler von (a,b).

Beweis. Wegen
Ap = Qnln+1 + An42

mit g, € Z ist firalle 0 <n < N
anZ + an1Z = apn1Z + api2Z
Insbesondere ist
aZ + b7 = agZ + a1Z = anZ + an+1Z = aNZ

Sei nun d Teiler von a,b. Wegen ay € aZ + bZ ist d auch Teiler von ayp, erst recht
d S an.

Wegen a,b € ayZ ist ay Teiler von a, b.

Daraus folgt: an ist ggT von a, b: (a,b) = an. Jeder Teiler von a, b ist Teiler von (a, b),

(a,D)Z = aZ + VZ

Auch ist klar:
(a,b) = min(N* N (aZ + bZ)) O

Korollar 2.6. Fir alle a,b € N* ist (ma, mb) = m(a,b).
Sind a,b,d € N* und ist d| a, d | b, so ist

(52)- o

(ma, mb) = min(N* N {maZ + mbZ})
=m - min(N* N {aZ + VZ})
= m(a,b)

(a,b) = (dZ,dZ) —d (Z Z) 0

Korollar 2.7. Sind a,b,c € N*, mit ¢ | ab und (¢,b) = 1, dann gilt c| a.

Beweis.

Dann gilt weiter:



Beweis.

(ab,ac) = a(b,c)

=a
¢ | ab und ¢ | ac, dann folgt: ¢ | a. O
(:bb) = kgV(a,b) kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b. Dies teilt jedes ge-

meinsame Vielfache von a, b.
Definition 2.3. p € N heifit Primzahl, falls
1) p>1
2) p besitzt keine echten Teiler, d.h. p=ab, a,b e N= (a=1Vb=1)

Es sei P die Menge aller Primzahlen:
P={23,5711,13,17,19,23,29,...}

Satz 2.8 (Existenz). Jede natiirliche Zahl a > 1 besitzt kleinsten Teiler t > 1; dieser
ist Primzahl.

Beweis. T ={t e N[t > 1,t | a}. a € T, damit ist T nichtleer und es gibt ein kleinstes
t € T. Ware t € P, so giibe es Teiler ¢/ von ¢t mit 1 < ¢ < t. Dann ¢’ | a, ¢ € T.
Widerspruch! O

Schon mit einer Primzahl kann man unendlich viele Zahlen gewinnen, z.B. mit 2:
2,4,8,...,2" ...

Satz 2.9 (von Euklid). P ist unendliche Menge.
Genauer:
Seien q1,q2, gn € P. Dann ist der kleinste Teiler t > 1 der Zahl

q1:G2 " qn +1
eine Primzahl, die von allen q1,...,q, verschieden ist.

Beweis. Nach vorigem Satz: t ist Primzahl.

Annahme: t € {q1,...,qn}.

Dann ¢ | ¢1---qn. Wegen ¢ | ¢1---gn, + 1, also auch ¢ | 1,¢ = 1. Widerspruch zu
t>1. O

Bemerkung 2.10. >0 | 23 < oo (Summe ist %2) Schirfer (von Euler): Zpeﬂj’% = ool
(Beweis: mit eind. Primzerlegung spiter)

Es ist offen, ob {p € P|p + 2 € P} unendlich ist!

Einfach: VN € N3N aufeinander folgende Zahlen, die keine Primzahlen sind: k | (N +
W+Ekfiralle2<k<N+1

10



Beispiel 2.3. 60=2-2-3-5,2,3,5€P
30 031 =59 - 509 (Div. durch k£ < +1/30031...)

Allgemein?

Satz 2.11. Jede natiirliche Zahl a > 1 besitzt Prim(faktor)zerlegung:

a=pip2 - pn, PiEP

Beweis. Vollst. Ind. nach a:
a =1 klar (leeres Produkt).
a — a+ 1: t > 1 kleinster Teiler von a + 1, = a+ 1 = tk mit k¥ € N. Dann k£ < a. Also
ex. P1,...,pn € Pmit k = py - - - p,, nach Annahme, soda alsoa+1=¢-py---p, O

Eindeutigkeit? Dazu:
Lemma 2.12. Seien a,b € N* p € P und p | ab. Dann ist p | a oder p | b.

Beweis. Mit Folgerung 2 aus EUKLIDischem Algorithmus: p1b = (p,b) =1=p|a
(da p | ad). O

Korollar 2.13. Sind aj,as,...,a, € N* und ist p € P mit p | a1---an, so gibt es
je{l,....,n} mitp|a;.

Beweis. Ind. nach n: n =0 (oder 1): Nichts zu zeigen.

n—on+liplar-an-ans1

=plai---a, oderp|ani

= (Jje{l,....,n} mit p|a;) oder p | ant1. O

Bemerkung 2.14. Fiir jedes p € N mit p > 1 sind dquivalent (Primeigenschaft):
1) peP
2) Sind a,b € Z mit p | ab, so ist p | a oder p | b.

Beweis. (i)=-(ii): Voriges Lemma, falls ab € N*. Sonst trivial.
(ii)=(i): Ann.: p € P. Dann ex. a,b € Nya > 2,b > 2 mit p = ab. Wegen a < p ist
pta, wegen b < pist p1b. Aber p | ab. O

Satz 2.15. Die Primzerlegung einer jeden natirlichen Zahl a > 1 ist bis auf Reihen-
folge der Faktoren eindeutig. Genauer: a = p1--Pn = q1-* - Gm = m = n und die g;
sind eine Permutation der p;.

Beweis. Ind. nachn: n=0:a=1, m=0=n.
n—n+ 1:
P1PnPnt+1 =4q1° Qi
=St @q- =3l ipa g
= ppt1 =¢;. OBdA: j=1=3Im e N:l=m+ 1. Es folgt (Div. durch p,11)
pl...pn:ql.-.qm

Nach Annahme: n = m, alson+1 = m+1 = [ und ¢;...¢q, sind permutierte
DL Pn- O

11



Definition 2.4 (Kanonische Darstellung:).

m1, M2 T

a = pl p2 P pr
mit pw. verschiedenen p; € P, m; € N

Satz 2.16 (Teilbarkeitskriterium). Sei a € N* mit kan. Primzerlegung

T
— Mg
o= 11
i=1
Dann ist

e {1

=1

0§ui§miv1§z‘§r}

die Menge aller Teiler von a.
Beweis. 1) 0< p; <mj =

my—pu =i

a= (" pr) ety
Also ist p/* - - - plr Teiler von a.

2) Sei t Teiler von a. Dann ex. v € N mit tv = a. Zusammensetzen von Prim-
zerlegungen von ¢t und v ergibt Primzerlegung von a, also (nach Umordnen der
Faktoren) p{"* - - - pi*r. Daraus folgt, daf}

t=pit-pl

mit 0 < py < my. ]

Korollar 2.17. Seien a,b € N*. Wir haben Darstellungen
a= szn
i=1
b= H it
j=1

mit p; € P,mj’nj e N.
(a,b) = ggT(a,b) = [ [ ™)
i=1

keV(a,b) = [] it
i=1

(Man sieht erneut: ggT(a, b) kgV(a,b) = ab, weil min(m;, n;)+max(m;,n;) = m;+n;)

12
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Korollar 2.18. Fiir jedes a € N* eindeutige Darstellung
a:n2.q1...qk
mit n € N* und verschiedenen q1 ... q, € P.

my

Beweis. a = HZ 1 p; " mit verschiedenen p; ...p, € P. Es ist
mj =245+ vj

mit p; € N,v; € {0,1}. Dann mit

T
i=1

a=n*[,_,p;" =n’*q - g mit k <r. Eindeutigkeit: (klar). O
Definition 2.5. ¢ ... gy heifit quadratfreier Kern von a. (1, falls @ Quadrat)

Beweis (fir Zpeﬂ” 5 =00 (EULER, 1707-1782)). Wir nehmen nun an: }_
Dann folgt auch: [,p(1 + ;) konvergent.

pepp<oo

1

iy Dj

(1+x§22°0%—e fir > 0)
P = {p1,p2,... } mit py <p2<....k::n2-H;:1pij

1 1
(1—1—) (1+>~--€N
P1 D2

;; (i 1>g<1+;)<m

Dann wire auch die harmonische Reihe konvergent! O

Daher ist

Korollar 2.19. Fir die Anzahl 7(a) der Teiler von a = [[;_, pi** gilt
7(a) = (m1 +1)(mz + 1)+ (m, +1)

(rechte Seite st #[[;_,{0,1,...,m;}) 7(a) ist genau dann ungerade, wenn a ein
Quadrat ist. (1(a) ungerade <= my,...,m, gerade!) Auflerdem: (a,b) =1 = 7(ab) =
7(a)7(b) (Primzerlegungen von a und b haben kein ¢*, ¢ € P,v > 0 gemeinsam,)

Beispiele 2.4. 1) 5040 = 21325 .7 = 7(5040) = 5-3-2-2 = 60 (Schon PLATON
wuflte das)

13



2) my=---=m, =1 = 7(a) =2" (CARDANO 1537)

Bemerkung 2.20. Fiir das Produkt P(a) aller Teiler von a gilt:

(P(@)? =a"®

Beweis. f:dw 4 ist Bijektion von T" auf sich. Daher ist

(P(a))? = (H d) (H f(d)> = [[@f@)=[[a=a"

deT deT deT

deT

O

Beispiel 2.5. a =25="52,7(a) =3,a™@ = a3 = P(25) =a2 =54 =125=1-5-25

Summe aller pos. Teiler von a € N*:
o(a) = Z d
dla

zB.:io(6)=14+24+3+6=12

o(15) =1+2+3+5+15=24

7(28) = 1+2+4+7+ 14+ 28 = 56

DESCARTES 1638: 3 . d=Et firpeP
WALLIS kannte 1658:

d<p7n,

Satz 2.21. Ist a = [[;_, pi"* kanonische Primzerlequng von a € N*, so ist

r 74nj+1 B 1

o(a) := Z d:Hp]pji_l.

d|a,d>0 =1

Insbesondere ist o multiplikativ, d.h.

(a,b) = 1 = o(ab) = o(a)o(b).

Beweis.

ola)=" > pi-pl

0<i<r
0<p;<m;

(Zusatz: da bei Primdarstellung von a und b keine Primzahl gemeinsamer Faktor.)

Beispiele 2.6. 1) a=72=2%-32 = o(a) = -

14

28+t 1 32+l g

3—1

=15-13 =195

O



2) a=97=97" = o(a) ==L =97+1=08

97—-1
m1_ p™—1
3) o(p™) =Pyt =" F =
N——
DESCARTES

Definition 2.6. a € N* heifit vollkommen, falls

d.h. o(a) = 2a.

Beispiel 2.7. 6, 28, ...77

Fragen:

1) 3 ungerade vollkommene Zahl? Offene Frage! Man weif}: Es gibt keine, die kleiner
ist als 10°°. Jede ungerade vollkommene Zahl hat mindestens acht verschiedene
Primfaktoren.

(klar, daB p™, p € P ungerade, nicht vollkommen ist: o(p™) —p™ = £ ::11 <p™)

2) Gibt es unendlich viele gerade Zahlen, die vollkommen sind? Offene Frage! klar:
2mt+l 1

o2") =1 =2mtl —1=2.2"—1

Sei a € N*, gerade, also a = 2¥~'u, u € N* ungerade, k > 2. Dann ist

o(a) = o(28 ") = 028" Yo (u) = (2F — 1)o(u)
20 = 2%u = (28 — Du+u

Es sei ¢ := 5. Damit ist o(a) = 2a genau dann, wenn

2
o(u)=u+c

Ist u = 28 —1 und u Primzahl, so ist ¢ = 1 und o(u) = u+1 = u+c, also a vollkommen.

Sei umgekehrt a vollkommen, also o (u) = u+c. Insbesondere ¢ € N, wegen ¢(28—1) = u

alsoc|u,1<c<uwegen?2F—1>22—-1=3 Wirec > 1,s0 wire o(u) > u+1+c>

u + ¢. Unmoglich! Also ¢ = 1.

Hitte u Teiler d mit 1 < d < u, so wire u+ 1 = o(u) > v+ 1+ d. Unméglich. Also ist

u Primzahl, v = 2% — 1

Somit gezeigt:

Satz 2.22. Sei a € N* gerade. Dann sind dquivalent:
1) a ist vollkommen.

2) a=2F"1(2% — 1) mit k € N,k > 2 und 2¥ — 1 Primzahl.

15



Definition 2.7. Falls M,, := 2™ — 1 Primzahl, so heifit sie MERSENNEsche Primzahl.

Bemerkung 2.23. M, in Bindrdarstellung: 1...1

n

Bemerkung 2.24. k¢ P = 28 —1¢P.
Beweis. Sei k = st mit s,t € N, s, > 2. Dann ist 1 < 2° —1 < 2% — 1 und

25 —1](2°)f-1=2"-1

Beispiel 2.8 (fiir vollkommene Zahlen). k = 2: 22 — 1 = 3 Primzahl, 22713 =

vollkommen.

k=3:23—1=7prim, 23717 = 28 vollkommen.

k =5:25—1 =31 prim, 2431 = 496 vollkommen.
k=727 —1 =127 prim, 26127 = 8128 vollkommen.
k=11: 21 —1=2047=23-80 ¢ P

#{k eN:2 <k <20000,2" —1 € P} =24

1984: 2132049 ¢ P (~ 40 000 Stellen)

1987: 2216091 _ 1 ¢ P

1995: GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search)
Test von LUCAS-LEHMER (1930): Sei (uy,) definiert durch

2
uy =4, upy1 =u,, —2

und es sei p Primzahl, p > 2. dann: M, :=2P -1 P = M, |up_1

Mo
Z; ~ In M ~ 9000000 000

Z ~Inln M ~ 7In10 ~ 16
p<M, peP

Frage: Gibt es ¢ > 0 Va € N*: o(a) < ca? Nein!

Satz 2.25. Vn € N*:

o(n!) "1
Jj=1
Beweis. a
= d = —_
o(a) :
dla dla

Som) 2y % = ey

Primzerlegung von n! ist leicht, wenn Primzahlen bis n bekannt.

O
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Satz 2.26. Potenz, mit der p € P in Primzerlequng von n! vorkommt, ist

eolnt) =3 |

> P
([x] grofste ganze Zahl < x, {ﬁ} =0, falls p* > n.) (LEGENDRE, CHEBYSHEV )

Beweis. nl=1-2-3-...-n. Daher: p|p,p|2p,... ({%] Faktoren)
p? | p?, 0% | 207, ... ([p%} Faktoren)
k| pk pF | 2pF, ... (L%] Faktoren) O
Wie findet man alle Primzahlen < n? Sieb des ERATOSTHENES:
1) Man schreibe alle nat. Zahlen bis n hin.
2) Man markiere 2 und streiche alle Vielfachen von 2.

)
3) Markiere k, die erste nicht-markierte Zahl, und streiche alle Vielfachen von k.
)

4) Man fiihre Schritt 3) aus, solange es nicht-markierte Zahl k < \/n ( <= k% <n)
gibt.

5) Dann sind die markierten und die nicht gestrichenen Zahlen < n Primzahlen.

FERMATsche Primzahlen sind von der Form 2° 4 1. Fiir welche s hat man eine Chance,
dafl 2° 4+ 1 Primzahl ist?

Satz 2.27. Nur, wenn s = 2!
Beweis. Seien s = 2%y, v > 1,240, t := 2*. Dann ist
(-1)" = 1, 1+2°=1—(=2"".
Wegen 1 — 2" = (1 —2)(1+x+---+ 2" 1) ist (mit . = -2, n =)
14+2°=(1+29 (1_21&_’_2275_“._‘_2(1171)1&)

Aber 1+ 2! > 1, der andere Faktor aber auch. Also ist diese Zahl faktorisiert. O

FERMAT (1601-1665) vermutete: 22° Primzahl fiir t = 0,1,2,3,4,... Aber: 252 +1 hat
641 als Teiler. Bisher keine weitere FERMATschen Primzahlen bekannt.
GAuss (1777-1855) hat bewiesen:

Satz 2.28. Sei m > 3 ungerade natirliche Zahl. Dann sind dquivalent:
1) Regulires m-Eck kann mit Zirkel und Lineal konstruiert werden.

2) m ist quadratfreies Produkt FERMATscher Primzahlen.

17



2.2 Bemerkungen zur Primzahlverteilung

Fiir jedes reelle > 0 sei 7w(z) die Anzahl aller Primzahlen unterhalb von x:

w(m):z#{péP:pﬁm}zZl

p<z

(bei der Summe wie bei spiiteren Produkten bezeichne p immer eine Primzahl, d.h.
wir lassen den Zusatz p € P unter Summen- bzw. Produktzeichen weg).

Gestiitzt auf Tabellen fiir Primzahlen formulierte GAuss (1777-1855) bereits 1792 die
folgende Aussage:

Satz 2.29 (Grofler Primzahlsatz).

lim

r—00

Inx

Ein vollstédndiger Beweis dafiir wurde erst 1896, also fast 100 Jahre spéter, gleichzeitig
und unabhéngig voneinander durch J. HADAMARD (1865-1963) und C. DE LA VALLEE-
PoussIN (1866-1962) gegeben. Entscheidendes Hilfsmittel war dabei die RIEMANNsche
Zetafunktion

)= 2 (5> 1)

in Verbindung mit (eindimensionaler) Funktionentheorie, d.h., der Theorie komple-
xer Funktionen einer komplexen Verdnderlichen. Den Zusammenhang zwischen ¢ und
Primzahlen sieht man an der Identitét

(geometrische Reihe) und der Beziehung

1 &1
> () X

P1,...,pr €P verschieden n=1
My, My GN

wobei die letzte Gleichheit auf dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Primzer-
legung beruht.

Erst 1949 fanden P.ERDOS und A.SELBERG eine ,elementaren®, d.h. ohne Funk-
tionentheorie gefithrten Beweis.
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Den ersten echten Beitrag zum Beweis des grofien Primzahlsatzes leistete im Jahre 1850
P.L. CHEBYSHEV (1821-1894), indem er bewies, daf fiir alle hinreichend groflen z gilt

T x
—_— A— 2.1
a - <7(z) < o’ (2.1)

und zwar fiir a ~ 0,89 und A ~ 1, 1. Er zeigte aulerdem, dafl der Limes des Quotienten
von 7w(z) und x/Inx, wenn er existiert, gleich 1 sein mus8.

Unser Ziel wird es sein, eine Abschétzung der Form (2.1) zu zeigen, und zwar mit
a =~ 0.69 und A ~ 1.4. Zusétzlich wollen wir beweisen, daf§ es fiir jedes n € N* eine
Primzahl p gibt, fiir die n < p < 2n ist (BERTRANDsches Postulat).

Der Schliissel dazu ist das folgende Lemma, wobei (2.2) die obere Abschiitzung und
(2.4) die untere Abschétzung von 7(z) liefern wird. Die genaue Form von (2.3) ist fiir
den Beweis des BERTRANDschen Postulats erforderlich.

Lemma 2.30. 1) Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 ist

II »< <2nn+ 1>. (2.2)

n+2<p<2n+1

2) Fiir alle natirlichen Zahlen n > 2 gilt
2n
< ) = H pr (2.3)
n
p<2n
mit p*» < 2n, insbesondere

(2”) < (2n)™™), (2.4)

n

und a, € {0,1} fiir alle vV2n < p < 2n.

Genauer ist o, = 1 fiir alle n < p < 2n, aber oy, = 0 fiir alle %n <p<n.

Beweis. Sei n € N. Sei p Primzahl und zunéchst n +1 < p < 2n+ 1. Es ist

|
2n+1\ _ (2n + 1)! N,
n n!(n + 1)!

wobei p Teiler von (2n + 1)!, aber kein Teiler von n! oder (n + 1)! ist. Daher kommt p
in der Primfaktorzerlegung von (2”;'1) vor, und es folgt (2.2).

Sei nun n > 3. Es ist
2n (2n)! ay
(n) “Gme 1L v

-3 +[2)

19
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Dabei ist jeder Summand als natiirliche Zahl mit

2 2
3]-[3]-3-+(3-)-
p p p p

entweder 0 oder 1. Uberdies sind die Summanden Null, wenn p* > 2n ist. Daher ist
ap < max{k : Pk < 2n}, pr < 2n.

Damit folgt schon (2.4).
AuBerdem erhalten wir, daf «, fiir p > +/2n hochstens 1 ist. Offensichtlich ist

ap=1-2-0=1

fiir alle n < p < 2n (wegen n > 2 ist n > v/2n).
Bleibt zu zeigen, dafl

2

op =0 fiir alle §n<p§n.

Sei also %n < p < n. Wegen n > 3ist dann p > 3, also p? > 3p > 2n, aber n < 2p < 2n.
Daher ist ap =2 -2 =0. [
Beispiele 2.9.

26
=923.52.7.17-19-23
() 7

28
—923.3%3.52.17.19.2
(14> 3%-5 9-23,

G’g)—24~32.5~17~19.23-29:

Fiir n = 13,14, 15 liegen 11 und 13 im Bereich zwischen %n und n, kénnen also nicht als
Faktoren auftreten, wihrend 17, 19 vorkommen miissen und zusétzlich 29 fiir n = 15.

Die Grofle der in Lemma 2.30 auftretenden Binomialkoeffizienten 148t sich sehr leicht
kontrollieren (auch ohne STIRLINGsche Formel), wobei der Faktor 2n, um den sich die
linke von der rechten Seite der Abschétzung unterscheidet, fiir unsere Betrachtungen
génzlich unerheblich sein wird.

Lemma 2.31. Fir alle n € N* ist

n

47< 2n < 2n +1 _ 2n+1 <4

2n — \n /) — n n+1/)
Beweis. Es ist

o B ) <o T () n ()

k=0 k=1
und —_—
n
n n n+1 o k

20



Satz 2.32. Fiir alle x > 1 ist

Hp§4"”.

p<z

Beweis. Wegen 7(x) = m([z]) und 4/*] < 4% brauchen wir die Behauptung nur fiir
z € N* zu beweisen. Fiir n € {1,2}ist [[,,, p <2 <4
SeineN,n22undnp<mp§4mfﬁrallelgmgn.

Ist n ungerade, so ist n + 1 als gerade Zahl keine Primzahl, also

Il p=]]p<a <4t
p<n+1 p<n

Sei also n gerade. Dann ist n = 2m mit m € N*, m + 1 < n. Nach Lemma 2.30 und

Lemma 2.31 folgt
m+1

m+2<p<2m+1

also nach Induktionsannahme

H p= H p H p§4m+14m:4n+1.

p<n+1 p<m+1 m4+2<p<2m+1
O
Satz 2.33. Es ist
lim sup @ <2In2 < 14. (2.5)
xT oo m
Genauer: Fir allex > 1 und 0 < e < 1 ist
1l—e
7(z) < In4 n m(z' %) Inz < In4 g (2.6)
ﬁ 1—¢ T 1—¢
und "
< (4ln2)—. 2.7
n(e) < (4n2) (27)

Beweis. Wegen
(.,I/,l—E)F(.'I))—W(.'L'lis) < H p< 47

ist

(1—¢)(m(z) = w(z' ")) Inz < zIn4,
woraus mit Division durch (1 — ¢)x die erste Ungleichung in (2.6) folgt. Wegen der
trivialen Beziehung 7(z'~¢) < 217¢ ergibt sich auch die zweite Ungleichung in (2.6).
Da lim, oo 27 ¢/(Inx) = 0 folgt (2.5).
Um (2.7) zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dafl fiir alle 1 < z < 16

In16
<
~ Inz

T

m(x) <z x=(41n2)

Inz
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Fiir alle 2 > 16 (sogar schon fiir alle = > 8) ist

m(z) < (2.8)

|8

Denn es ist 7(16) = 6 = (16/2) — 2 und stets 7(z + 2) — w(z) < 1, weil jede zweite
Zahl*- gerade und damit keine Primzahl ist. Damit erhalten wir

x

n(z) < = < (4ln 2)1 fiir alle 16 < z < 2% = 256.

IR

nx

Um (2.7) auch fiir alle > 256 zu erhalten, bemerken wir, daf} die Funktion
fioe—a lne (2.9)

wegen f’(m) = (—61111‘ + 1)x—5—1/(1nx)2 fir x > el/¢ fallend (und fir 1 <z < 61/5
steigend) ist.
Wir wihlen nun ¢ = 1/3 und zg = 26 = 64. Dann ist 2o > €® = ¢!/¢ und :c(l)_s _
(26)2/3 =24 = 16, also fiir alle z > z

(@) mx

1 1 1 3
" S§x_5lnx§§x651nx0:§2_261n2211n2.

Wegen (In4)/(1 —¢) = 31n2 folgt damit aus (2.6), daB (2.7) fiir alle z > 64 gilt. O

Satz 2.34. FEs ist

lim inf @ >1n2 > 0, 60. (2.10)
Inz
Genauer: Fir alle x > 3 ist
x

>In2— -2 2.11
n(w) > 2 (211)

und 0o

n2 x

> . 2.12
m(z) 2 2 Inz ( )

Beweis. Sei x > 3 und m = 2n die kleinste gerade Zahl mit m > x. Dann ist selbst-
verstiandlich 7(x) + 1 > 7(m). Nach Lemma 2.30 und Lemma 2.31 ist

47 < <2n> < (271)7T(2n),

2n — \n
also 2™ /m < m™™) mIn2 — Inm < 7(m)Inm, d.h.
m
In2——-1< .
n2— < w(m)
Dabei ist = < = und m(m) < 7(z) + 1.

Also folgt (2.11) und und daraus sofort (2.10). Ist > 3, so ist 2n(z) > =w(z) + 2.
Daher gilt auch (2.12). O
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Bemerkungen 2.35. 1. Ungleichung (2.12) gilt sogar fiir alle z > 2: Sei g(z) := 122

2 Inz-’

Dann ist g(2) = 1 und g(3) = 2 32 < 1. Da g auf [2, e] fillt und auf [e, 3] steigt (siehe

die Diskussion zu (2.9)), ist also

r(z) =1 g(a) = 22 7

> = 5 s fir alle z € 2, 3[.

2. Es ist leicht, den Faktor auf der rechten Seite von (2.12) wesentlich nidher an In 2 zu
bringen, z.B. auf % In2 fiir x > 5, 3 1n2 fiir x > 3: Fiir alle 2 > 113 ist 7(z) > 30,

) 14
also 18
T
_ > 2) >In2 —.
57(@) 2 (m(@) +2) 2 In2 —

Fiir alle 27 = 128 > z > 64 ist

15 T 15 128 120
- < = - =< = <
16 In2 =16 In2 3 - = 18 = 7(61) < 7(z),

fiir alle 64 > x > 32 ist
Eln2iggln2 64 =
16 Inx 16 6In2
fiir alle 32 > = > 16 ist
15 x 15 32
—In2— < —In2—=6=7(13) <
162z S 16 M2 gme 0= U3) s @),
fir alle 8 > x > 5 ist

15 o _15 8§ 5
162y S 162 3me — o <) =7@),

fir alle 5 > z > 3 ist

10 = 7(29) < 7(z),

13 x 13 5

72 n2ﬂ < ﬂln2ﬁ < 2 < m(x).

Nach empirischer Verifikation fiir n < 3000 000 vermutete J. BERTRAND (1822 —1900),
daB es fiir jedes n € N* eine Primzahl zwischen n und 2n gibt. Dieses BERTRANDsche
Postulat wurde erstmals 1850 durch CHEBYSHEV bewiesen. Der hier gegebene Beweis
(der auch die Aussagen von Lemma 2.30 und Lemma 2.31 sowie Satz 2.32 enthilt)
stammt im wesentlichen von ERDOs (verdffentlicht 1932, als er 19 Jahre alt war). Er
war nur am Ende etwas lidnger, weil nicht die Ungleichung n(z) < z/2 benutzt wurde.

Satz 2.36 (Bertrandsches Postulat). Fiir alle n € N* gibt es eine Primzahl p mit
n <p<2n.

Beweis. Die Primzahlen
2,3,5,7,13,23,43,83,163,

von denen jede kleiner ist als das Doppelte der Vorhergehenden, zeigen, dafl die Be-
hauptung richtig ist fiir alle 1 < n < 163 (LANDAUSs Trick).
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Sei also n > 163 und nehmen wir an, dafl es kein p € P mit n < p < 2n gibt. Nach
Lemma 2.30 und Lemma 2.31 ist dann

g < (271)%\/%42”/3’
2n

also
92n/3 (2n) $V2nt1

Dabei ist $v/2n + 1 < 2v/2n wegen 1 < 16/6 < v/2n/6. Somit ist

%nan < gmln@n),
d.h.
(2n)" 7 In(2n) > In2 (2.13)
Wegen 256 > €2 ist aber
(2n)7% In(2n) < 256~ In(256) = %6 8In2= 1%2
im Widerspruch zu (2.13). O

Primzahlsatz = Ve > 0 3Ing Vn > ng : ppy1 < pp + €pn-
Verschérfung: V§ > g dc¢ > 0:

Pnt1 < pn +cpd,

Werte fiir 6o (< 1): 3293 (1933 HOHEISEL), 2 (1940 INGHAM), £ (1969 MONTGOMERY),
L (1972 HUXLEY)
= 3Ing Vn > ng : Es gibt Primzahl p mit n® < p < (n + 1)3. Offen fiir Quadratzahlen

(wiirde erst fiir 6 < 3 folgen).

2.3 Primzahlen in arithmetischen Progressionen
Zum Beispiel:
Satzchen 2.37. Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 3n+ 2, n € N.

Beweis. 1) Jede Primzahl aufler 3 hat entweder Form 3n + 1 oder Form 3n + 2.
Dabei ist (fir k; € N)

(3kj+1) =3K + 1 mit K €N

l
=1

J

Wegen (3k + 1)(3m + 1) = 3 (3km + k + m) +1 triviale Induktion nach .
—_———
eN
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2) Seien pi,...,pr € P mit p; = 3n; + 2,n; € N. Betrachte

a=3pip2...pr —1=3(pip2...pr — 1) +2

Keine der Primzahlen p1, ..., p, teilt a (denn p; 1 1). Alle Faktoren in Primzerle-
gung von a sind von py, . .., p, verschieden. Wegen (1) kénnen nicht alle Faktoren
Form 3n + 1 haben. Also ex. weitere Primzahl p der Form 3n + 2. O]

Allgemeine Frage: ¢ € N*,r € N: Ex. unendlich viele Primzahlen der Form qn + r?
— Sicher nicht, falls ¢ und r nicht teilerfremd sind! 1837 zeigte G. P. L. DIRICHLET
(1805-1859) den

Satz 2.38 (Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen). Seien ¢,r € N*
teilerfremd. Dann gibt es in der arithmetischen Progression

q+r, 2947, 3qg+r,...
unendlich viele Primzahlen.

Es gibt einfache Beweise fiir gewisse Spezialfille, aber bisher ist kein elementarer Be-
weis fiir den allgemeinen Satz gefunden.

2.4 Primzahlen als Werte von Polynomen

Satz 2.39 (Dirichlet). Seien ag,a1 € Z, © — ag + a1z hat fir unendlich viele v € 7
Werte in IP.

..., h(40) € P.

EULER: Fiir h(z) = 22 —  + 41 sind h(0), h(1),
1(1),...,1(39) € P. (folgt aus ,EULER"

LEGENDRE: Fiir [(z) = 2 4+ x + 41 sind 1(0),
wegen [(z) = h(z + 1).

Spéater: Wegen I(—z) = h(x) sind auch I(—1),1(-2),...,1(—40) € P. Folgerung: Fiir
g(z) = l(x — 40) = 2 — 79z + 1601 sind ¢(0), g(1),...,g(79) € P.

Frage: Gibt es Polynome mit Grad > 1 mit f € Z[z] mit f(N) C P? Nein!

Lemma 2.40. Sei f € Z[z], a € Z, b= f(a) #0
= fla+b%) = f(a)e mit ggT(f(a),c) =1
Beweis. f(z) = (z — a)g(z) + f(a) mit g(z) € Z[z]. Insbesondere gilt
fla+b") =bg(a+0%) + f(a) = f(a)(fla)gla +b*) +1),  (f(a).c) =1,
O

Satz 2.41. Sei f(z) = Y.._,a;x" mit a; € Z,r > 1,a, > 0. Dann ezistiert fir jedes
i € N ein n; € N, sodaff f(n;) mindestens i verschiedene Primfaktoren hat.
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Beweis. 3z > 4V > g : f(x) > Sa,a". Wihle ny > z¢ beliebig. Wegen f(nq) > 2
hat f(n1) mindestens einen Primfaktor. Seii > 1 und n; > xo, so dafl f(n;) mindestens
i Primfaktoren hat. Setze

nit1 = n; + (f(ni))?

Dann ist 1 1
f(ni+1) > gar n;‘"Jr] > iarf<nz)f(nz)

——

>Ny
Dabei ist )

garf(ni) Z 13
da  f(n;) >2.Somit f(nit+1) > f(n;). Nach Lemma
——

i Primfaktoren

f(nig1) = f(ni)e

mit (f(n;),c) = 1. Dabei ¢ > 1 wegen f(n;+1) > f(n;). Nach Induktionsannahme hat
f(n;) mindestens ¢ verschiedene Primfaktoren. Durch ¢ kommt mindestens ein weiterer
fiir f(n;+1) hinzu. O

Welche Primzahlen als Werte von 22 + y? mit x,y € N?

Satz 2.42 (Euler). Fine Primzahl p ist genau dann Summe von zwei Quadratzahlen
22, y% mit x,y € N, wenn p gleich 2 ist oder bei Division durch 4 den Rest 1 hat.

Beweis. Eine Richtung leicht: Sei p > 2, p = z? + y? mit 2,y € N. z, y konnen nicht
beide gerade sein, da sonst p durch 4 teilbar. x,y kénnen auch nicht beide ungerade
sein, da sonst p durch 2 teilbar. Also etwa x gerade, y ungerade: z = 2k,y = 2m + 1
mit k,m € N. Dann

p=x?+y? =4(k*+m?+m) +1
(Der Rest fehlt...) O

GoLDBACHsche Vermutung: Jede gerade Zahl grofler als zwei ist Summe von zwei
Primzahlen.

Satz 2.43 (Grofler Fermatscher Satz). Die Gleichung z™ + y™ = 2™ mit n > 2
hat keine Lésungen mit x,y,z € Z mit xyz # 0.

Satz 2.44. Seien a,b,c € N*. Dann sind dquivalent:

1) a®> +bv* = 2 (a,b, c pythagordiisches Tripel: a,b Katheten, ¢ Hypothenuse eines
rechtwinkligen Dreiecks)

2) Es gibt s,u,v € N* mit (u,v) =1, so daf§
a=2suv b=s(u?—0v?) c=s(u®+0?
oder
a=s(u®—-v*) b=2suv c=s(u®+0v?)

( Grundtripel, falls s =1)
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Beweis. 2)=1):
a® 4+ b* = 4s%u%v? 4 s2(ut — 2u%0? +vt) = 2 (ut + 2uP? 4 0?t) =

(Bemerkung: Verschiedene u, v ergeben verschiedene Tripel)
1)=2): a,b beide ungerade? Wenn ja, dann 2 | ¢?, 2 | ¢, 4 | ¢2, auerdem a = 2k + 1,
b=2m+1:

a® +b* = 4(k* + k+m?® +m) +2
4t a® + b*. Widerspruch! s
Sei zunéchst (a,b) = 1. Dann sind nicht ¢ und b gerade. Also oBdA a gerade, b
ungerade. a = 2ag, ap € N*. Dann ¢ ungerade, also ¢ ungerade.

c+b c—b

a = 5 e N*, ag:= 5 c N*.

Wegen a? = ¢2 — b = (¢ + b)(c — b) folgt
a% = aj1az

Es ist (a1,a2) = 1: Wegen (a,b) = 1 sind auch (b,c) =1 (pe P,p|bp|c = p|
-V =pla®=p|a c=a;+ayb=a; —az) Daher

alzuz, 112:’02

mit u,v € N*. Wir erhalten

2 2

c=a1+a2:u2—|—v2, b:al—(IQ:UQ—’U, a:4a%:4u2v2

Bemerkung 2.45. 1) 2™ +y™" = 2" = (™) 4 (y™)" = (z™)"
2) neN, n>2= 3peP,p>2,p|n)V4|n (n=2"mit k > 2))

3) (1)+(2)= GFS richtig fiir alle n > 2, falls richtig fir n = 4 und n = p € P,
p> 2.

Beweis. von FERMAT fiir n = 4:

Ann.: 3z,y, 2z € N* mit 2 + y* = 2% = (22)2. Dann existiert minimales m € N*, zu
dem es z,y € N* gibt mit 2% + y* = m?. Insbesondere (z,y) = 1. Sei etwa 22 gerade,
y? ungerade. Nach vorigem Satz existieren u,v € N* mit (u,v) = 1:

2 2

x2:2uv, y2=u —v2, m=u’+v

2

Wegen y? + v? = u? existieren r, s € N* mit (r,s) = 1,

2

v=2rs, y=1> -5, u=1r>+s"
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(y ungerade!) Wir erhalten 22 = 2uv = 4rs(r? + s?),
2
(£> =rs(r? + s?)
2
mit € N*. Die Zahlen r, s, r2 + 52 sind paarweise teilerfremd. Daher sind r, s, 72 + 52

Quadrate:

2 .2 .2 2 _ 2
r=x1, S=y, r+s° =mj

mit x1,y;, m; € N*. Es folgt

4.4 2
Tty =my

Nun ist aber
m=u?+0? >u’ = (7’2+s2)2 :m‘ll > my.

Also m > my. Widerspruch! O

p = 3: EULER. E. KUMMER (1810-1893): bis p < 643. Mit Computer: bis p < 25000.
Félle:

1) p 1t zyz. Mit Computer bis 253 747 889. Auch fiir n = 2 keine Lsung mit zyz # 0.

2) plxyz

2.5 Eulersche p-Funktion
(1760 von L. EULER eingefiihrt).

Va e N*: p(a) :=#{j eN" [ j < a,(j,a) =1}

a |12 3 4
pla)[1 1 2 2
Satz 2.46 (Teilersummenformel). Va € N*: 37, ¢(d) = a

5 6 7 8 9 10 11 12
4 2 6 4 6 4 10 4
Beweis. Sei d | a, T(d) :={z € N*: 2 < a,(x,a) = d}. Dann

UT@ =112, .. a}

dla

Klar: Fiir d’ # d ist T(d") N T(d) = (). Somit ist

a=Y #T(d)
d|

Sei d | a. Dann ist

T(d):{qd ‘ geN* ¢< ,(qd,a):d}

Ul e
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wegen (¢d,a) =d < (¢,a/d) =1 gilt

#7(d) = #{qge N

1< 5. (@.a/d) =1} = p(a/d)

Es folgt

a=>Y gla/d)=> p(d)
dla dla

Beispiel 2.10. a = 12:

> o(d) = o(1) + (2) + 9(3) + ©(4) +9(6) + 9(12) =1+ 1+2+2+2+4 =12
d|12

Lemma 2.47. Seien a,b € N*, (a,b) =1. Dann d | ab <= d = d1d2 mit dy | a und
dy | b. Dabei dy,dy eindeutig durch d bestimmi.

Beweis. ,,<=*: Trivial.
»=: Wir haben Primzerlegungen

T S
o=TIw. v=TI4
i=1 j=1

mit paarweise verschiedenen p;, g;. Sei d | ab, also

r,s
d = H piiq;/j

i,j=1

mit 0 < p; <m; und 0 < v; < ny. Daher d = dydy mit

dy=[]p" do=]]a)
i=1 j=1
Anners geiht dat nich! (sic!)
d=dydy,dy | a,dy | b= (dy |d,dy | d) = dy = priadz = pr
i=1 i=1

Also ILNLZ = Wi, I;j = VjVi,j. O
Satz 2.48. 1) ¢ ist multiplikativ: Ya,b € N* mit (a,b) =1 ist p(ab) = ¢(a)p(b).

2) p(a) = all,, (1-2)
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Beweis. 1) Vollstédndige Induktion nach n = ab:

n=1a=>b=1, pab) = (1) =1-1=p(a)e(b)
Sei n > 2 und die Behauptung richtig fiir alle a,b € N* mit ab < n. Seien
a,b € N* mit a,b = n. Es ist nach Lemma

o eldid) =) p(d)=ab=> (d)Y ¢ld)= D ¢(di)p(ds)

d1‘a,d2|b dlCLb d1|a d2|b d1|a,d2|b

Nach TA ist dabei p(dids) = ©(d1)e(ds), falls dids < n = ab. Nur fiir d; = a
und do = b ist dids = ab. Aus obiger Gleichheit folgt daher, dafl auch

p(ab) = ¢(a)p(b)
2) Sei 1 <j<p™,peP,meN* Dann ist

U,p™) #1 = plj

und
{eN":1<j<ppljit={p:1<q<p™ '}
Somit ¢ (p™) = p™ — p" 1.

My

Fiir a = p"* -+ pI!

Hw f[lpz —p! Hp H<1—1>

(mit verschiedenen p;) ist also

Beispiel 2.11. 2100 = 22-3-52.7 = ¢(2100) = (22 —21)(3! —3%)(52 — 51)(7* = 70) =
2.2.20-6 = 480
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3 Kongruenzen und Restklassenringe

3.1 Aligemeines und Definitionen

Lemma 3.1. Seien a,b € Z,m € N*. Dann sind dquivalent:
1) a,b haben bei Division durch m denselben Rest.
2) m|a—b.
3) «=bez

Beweis. lg; € Z,rj e Nra=qgm+ri,b=gpm+r,0<r; <m-1
D=2):rm=re=a—-b= (g1 —q)m

(2) <= (3): trivial

(2)=(1):gm+0=a—-b= (g1 —g2)m—+ (r1 —re) = r1 =7y falls r; > ro. Falls r; <o
betrachte b — a. O

Definition 3.1. Sei m € N*. Dann heiflen a,b € Z kongruent modulo m, geschrieben
a=b mod m kurz: a =b (m),
falls m | a — b.

Beispiel 3.1. 17=1 mod 4, 15=—1 mod 4

Bemerkung 3.2. - = -(m)“ ist Aquivalenzrelation ((a —c¢ = (a —b) + (b—¢)). (Mathe-
matikhistorisch die erste, die man betrachtet hat.)

Rechenregeln 3.3. ' =a (m),b/ =b (m) = d £V =a+b (m)

Beweis.
(@ £V)—(axb)=(a" —a) £ —0b)

a't —ab=(a' —a)t/ + a(d' —b) € mZ O
Beispiel 3.2. 1) 22° +1¢P, da 641 | 2%2 + 1.
641 =5-128+1=5-2" = —1 (641)

= 51228 =1 (641). 641 = 625+ 16 = 5 + 2 = 51 = —2% (641) = (—2%)2%® =
1(641) <= —232 =1 (641) <= 641232 +1

2) 4722 —1 = Myy: 25 =32 = —15(47) = 210 = (=15)2 = —10 (47)
= 220=100=6 (47) = 22.8 =48 =1 (47)
= 2B _1=0 (47)
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Aus den Rechenregeln fiir Kongruenzen folgt, dal Z/mZ = Menge aller Aquivalenz-
klassen, explizit:

{e+mZ | v €Z}={x+mZ | xecNx<m-—1}
ein kommutativer Ring mit 1 ist:
(m—i—mZ)—i—(y—l—mZ):(x—i—y)—&—mZ,

und #Z/mZ = m. Wenn man will, kann man mit den Représentanten 0,1,...,m —1
rechnen.

Beispiel 3.3. Symmetrie = Kommutativitét

=l
—= OO
=)
O OO
— O =

1
1
0

Tabelle 3.1: Additionstafel, Multiplikationstafel fiir m = 2

W~ o+
w N~ oo
O W N =
= O W NN
N = O WWw
W N = O
S OO OO
W N = O
N O N O
=N W oW

Tabelle 3.2: Additionstafel, Multiplikationstafel fiir m = 4

Trivialerweise: a = b (m),d |m = a =b (d)
Lemma 3.4. my,me > 1,v = kgV(my,ms),a,b €Z
a=b(my) unda=>b(my) < a=b (v)

»<=“ trivial wg. oben.
= myla—b, me|a—b =kgV(mi,ma)|a—1b

Spezialfall: Gilt (m,mg) = 1, so sind dquivalent
1) a=b(my) und a=0b (m2)

2) a=0b (mims2)

Korollar 3.5. mq,...,m, > 1, m; paarweise teilerfremd.
a=b(m;)Vj < a=b (Hml>
i=1
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Beweis. ,,<=“: trivial. ..
»,=“ a = b(mima) laut Spezialfall, a = b((m1mz)ms) laut Spezialfall. O

Spezialfall: m = [[/_, p/" ,a=b (m) < a=b (p}") Vi
~—~
mi

Bemerkung 3.6. 2-2 =0 (4), die Kiirzungsregel gilt also nicht in Restklassenringen.
Satz 3.7 (Kiirzungsregel).
(a,m)=1,ab=ac (m)=b=c (m)
Scheinbar allgemeiner:
(a,m)=1,a' =a (m),ab=d'c (m) = b=c (m)

Beweis. ab=ac (m),a(b—c) =0 (m), dh. m|a(b—c), alsom | (b—c¢). O
Korollar 3.8. Es sei m = p eine Primzahl. Dann gilt

1) ab=0 (p) = a=0 (p) oder b=0 (p)

2) Zu jedem a,a # 0 (p) 3b mit ab=1 (p)
Beweis. 1) Angenommen a # 0 (p). Dann ist (a,p) =1. ab=a0=b=0 (p)

2) Zu jedem z € {0,1,...,p — 1} gibt es genau ein

@ €e{0,1,....,p—1}
Rest bei Division durch p

mit axz = f(x) (p). Wegen Kiirzungsregel ist f injektiv. Jede injektive Abbildung
einer endlichen Menge in sich selbst ist surjektiv, also bijektiv (Schubfachprin-
zip). Insbesondere gibt es b mit f(b) = 1. O

Satz 3.9. Z/mZ ist ein Korper <= m ist eine Primzahl.

Beweis. ,,<=“: Laut Korollar gibt es multiplikative Inverse.
»=“ Wére m keine Primzahl, so géibe es Zerlegung m = mimeo,1 < mi,ms < m,
mimg = 0 (m). Damit ist Z/mZ kein Kérper. O

Erinnerung: Ist p prim, 1 <k < p—1, so ist p ein Teiler von (z)

Satz 3.10. p prim,n > 1. a=b (p™)
Behauptung: aP = bP (p"*1). Ist zusdtzlich p > 2 oder n > 1 sowie a Z b (p"*1), so
gilt aP # bP (p"T2).

33



Beweis. a =b+ cp™. Also gilt
P
=3 ()
i=0

Es gelte nun n > 1 oder p > 2:
al = bP + <217> P lep™ 4 ep™® (pn ).

np >n+2. Z.z.: bPlepttl £ 0 (pnt?), also z.z.: p{ cbP~!. Angenommen: p | ¢, dann
warea:b("+1),oderp|bp L O

9]a <= 9 |Quersumme(a) Allgemeiner: g € N, g > 2. a € N habe die g-adische
Entwicklung, d.h.

n
a:Za,,g” a, €{0,...,9—1}
v=0

Definition 3.2. Qg(a) =Y_""_ a, heifit g-adische Quersumme von a.
Q,(a) = >0 _o(=1)"a, heiBt g-adische alternierende Quersumme von a.

Satz 3.11. a = Qqy(a) (9—1), a=Qy(a) (¢ +1)

Beweis.
g=1 (9-1)
g =1 (g-1)
a=aog’ + -+ ang"
= a= Zaz -1)
g= —1 (g+1)
g’ =(-1)"
und so weiter und so fort. O

Beispiel 3.4. 1) Qio(a)=a (9) = (9] Qio(a) = 9] a)
2) Was ist der Rest von 3794 modulo 11, d.h., Division durch 11: Q},(3794) =
4-94+7-3=-1

Korollar 3.12. N

Qg(a :

+

Qya -

+

b) = Qg(a) : Qg(b) (q - 1)
b)=Q\(a) T QL) (¢+1)
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Beweis.
=a'b (g—1)
+

= Qgy(a) - Qq(b) 0
Beispiel 3.5. ISB-Nummern: Es gibt Ziffern a;, 7 € {0...9},a; € {1...9}, sowie
ap € {0,...,9, A}. Es gilt die Priifbedingung (P) : 23:1 va, = ayp(11)
Satz 3.13 (Euler-Fermatscher Satz, , kleiner Fermat*). Es gilt: (a,m) =1 =
a¥(™) =1 (m). Insbesondere: m = p prim, pta = a?~* =1 (p).
Beweis. 1) m = 1: trivial.

m = p: prim.
@tbP =48 ()
(a1 + - +an)’ =ay+--+ay ()

Speziell: n = a, a; = a¥j. OBdA a > 0.
a®*=a-a’ (p)
mit Kiirzungsregel: a?~! =1 (p)

2) m = pk: o(m) = p¥ — pF=L, po(p*) = p**t — p* = p(p**t1). Induktion iiber k:
k =1 erledigt.
a?®) =1 (pF) = aP?@) = 1P (phtY)

3) m=[[_, pi* Primfaktorzerlegung.
—

m;

p(m) = (H mi) = H@(mi)

wegen m; pw. teilerfremd. Insbes. p(m;) | p(m). Wir wissen a?(™) =1 (m;) =
a?™ =1 (m;) Vj
mi,...,m, pw. teilerfremd = %™ =1 (m).
Zweiter Beweis:
(a,m)=13z,y: 1 =2za+ym=1=za (m)
m > 1 Setze n := ¢(m). x1,...x, seien die zu m teilerfremden Zahlen in {1,...,m}. a
gegeben, (a,m) = 1. Division mit Rest ergibt az,, = ¢,m + r,, und wir erhalten Reste
T1yeeeyTn 0 <y, <m—1.
Beh. r; # r; fur j # I. Sonst (ax,,m) =1,

alz; —xz)=m(g; —q) =>mlalz; —x) =>m|z; —a

Widerspruch, weil | z; —a; |< m. Aus az, = ¢,m+r, ergibt sich, dafl r,,, m teilerfremd.
Schubfachprinzip: {z1,...,z,} = {r1,...,m}
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ax, =1, (m) 1 <v <n, multipliziere diese n Kongruenzen zusammen
(ax1) ... (azp) =11...7 =a"x1 ...z, (M)
= Kiirzen, da teilerfremd: a™ = 1(m).

Anwendung/Erldauterung: (a,m) = 1. Suche Lésung von ax + ym = 1,
acp(m)fl’ y= 70,“0(:::71 c7

Beispiel 3.6. a'? =1 (13); 10° = 1 (13), denn

1001 =910 +91 = 1000 = —1 (13) = 1000% = 1 (13)

Korollar 3.14. Seien a,m € N* mit (a,m) = 1, und m = myms ... m, mit paarweise

teilerfremden m;. Dann ist bereits
al =1 (m) fir | = kgV(p(mi), ..., ¢(m,))

Beweis. (,,bereits®, da ¢(m;) | p(m)¥j, also I < ¢(m).)
Vi a®tm) =1 (my), (my) |1

=Vj:d=1 (mj) < d=1 (m--m,)
da m; paarweise teilerfremd.

Beispiel 3.7. m =15=3-5, ¢(3) =2, p(5) =4, kgV(¢(3),¢(5)) =4 < 8

Nach Satz ist 11* = 1 (15). Nicht optimal: 112 = 121 = 1 (15)!
Weiteres

Korollar 3.15. Seia € N* p e P,p> 2,pta. Dann gilt entweder
ax® V=1 (p)

oder
a?® D =-1 (p)

Beweis. s:= +(p—1) € N*

(@*=1)(a*+1)=a?'-~1=0 (p)

= a®*—1=0 (p) oder a®* +1 =0 (p). Nicht beides kann gelten, da sonst 1 = —1 (p),

aber p > 2.

Bemerkung 3.16. ,kleiner FERMATscher Satz* (d.h. a?~! =1 (p) fiir alle @ € N* mit
p 1 a) charakterisiert nicht Primzahlen! Denn (ohne Beweis!) fir m = 561 =3 -11-17

ist
a®® =1 (561) Va & N* mit (a,561)=1.

Lemma 3.17. Sei p € P,p > 2, und seien a,b € Z,n € N* mit p { b und a? =

b (p"*t1). Dann ist a = b (p")
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Beweis. Trivial fiir a = b. Sei also a # b. Sicher ist a? = P (p) wegen p | p" 1. Wegen
p1b also auch pta. Somit a?~1 =1 = 0P~ (p). Es folgt

(a—=b)P~t =a? — b —a(a? ! —bP"1) =0 (p) = 0bP!

=120 (p) =a—b=0 (p). Wegen a # b ist a Z b (p") wenn r hinreichend gro8 ist.
Daher gibt es max r € N* mit a = b (p). Nach fritherem Satz folgt

aP = bP (pH-l)’ aP ?—é bP (pr+2)

Somit a? = b (p*) <= k < r + 1. Nach Voraussetzung ist a? = b (p"*1), also
n+1<r+1,n<r.Daher a=b (p") wegen p"™ | p". O

3.2 Anwendung des Satzes von Fermat-Euler in der
Kryptographie

W. DIrFrFeg, M. HELLMANN: “New directions in cryptography” (publiziert 1976); 1978:
R.L. RIvesT, A. SHAMIR, L. ADLEMAN: “A method for obtaining digital signatures
and public-key cryptosystems”

»RSA-Sytem“:

1) Empfanger teilt aller Welt m, s € N* mit.

2) Sender verschliisselt die nach irgendeinem (bekannten) Verfahren als a € N*
dargestellte Nachricht, indem er Rest r bei Division von a® durch m berechnet.

3) Sender schickt r an Empfinger, auch 6ffentlich.

Bedingungen: 1 < a < min{p € P: p | m}, 1 < s < p(m), (p(m),s) = 1 Empfinger
kennt p(m), andere kénnen es nicht berechnen, z. B. durch m = pq mit grofien p,q € P
(> 10%99). Es ist

e(m) =(p—1)(¢—1)
=(@-1(m/p—1)
=(m/q—1)(g—1)

also Kenntnis von ¢(m) etwa gleichwertig mit Kenntnis von p, g.

Entschliisseln: 3t,n € Z : 1 = ts — np(m); oBdA ¢t > 0 (addiere Vielfache des
kegV (s, o(m)) zu beiden Termen), dann

7At (as)t _ anga(m)Jrl _ a(atp(m))n =a (m)

Also: a Rest von rt bei Division durch m.
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3.3 Satz von Wilson

Frage: Gegeben a, b, c,m € Z. Wann existiert xg € Z mit azg + ¢ = b (m)? (,Lineare
Kongruenz*“:
axr+c=b (m), (3.1)

x Variable)
Klar, dafl oBdA: ¢ = 0. (Ersetze b durch b — ¢)

Lemma 3.18. Sei xg € Z Ldsung von (3.1). Dann ist
{ro+2z: 2z€Z,az=0 (m)}

Gesamtheit aller Losungen von (3.1).
Beweis. Klar (z. B.ax=b (m) = a(z —29) =b—b=0 (m), z =z0+ (x —x0)). O
Lemma 3.19. Seien a,b,m € Z, d = (a,m) # 0. Dann sind dquivalent:

1) ax =b (m) ist losbar in Z

2)d|b
Gilt (2) und ist xg Losung von ax =b (m), so ist

m

7Y | UGZ}

{£E0+

Gesamtheit aller Losungen von ax = b (m).

Beweis. Wir wissen dZ = aZ. + mZ.

(1)=(2): Wihle z¢ € Z mit axg = b (m). Dann ex. yo € Z mit axg + myy = b, also
b€ aZ+ mZ=dZ, also d | b.

(2)=(1): Sei d ein Teiler von b, also b € dZ = aZ + mZ. Dann ex. zg,yo € Z mit

b = axo + myo,

also axg = b (m).
Gelte jetzt (2) und sei xg € Z mit azg = b (m). Nach vorigem Lemma zu zeigen: fiir
z € Z ist

az=0(m) < el: z:%v.

Sei a = §,m = % (a,m € 7). Es gilt

azEO(m)<:>m|az<:>m|&z(nglﬁ1|z<:>3veZ:z=mv O

Korollar 3.20. a,b,m € Z,(a,m) =1 = ax =b (m) lésbar.

Beispiel 3.8. 8x = —4 (12). (8,12) =4, 4| 4, = losbar, 1 ist Losung. Alle Losungen
sind dann von der Form 1+ 3Z, z. B. 1, 4, 7, 10.
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Allgemein:

Satz 3.21. Seien a,b € Z, m € Z*, d := (a,m) | b. Dann hat ax = b (m) in Z genau
d mod m inkongruente Liosungen. Genauer:

1) Sei xy Lisung von ax =b (m),

m

<i<d-—1).
d(O_J_ )

$jI:$0+j

Dann sind xg,x1,...,x4_1 d paarweise modulo m inkongruente Ldsungen von
ax =b (m).

2) Jede Losung von ax = b (m) ist kongruent zu einem x;, 0 < j < d—1.

Beweis. 1) Nach Lemma: az; =b (m) V0 < j < d— 1. Dann ist

O<xj—xk:(j—k)%<m,

also x # x; (m).

2) Sei z € Z Losung von ax = b (m). Nach Lemma ist z = 2o + v mit v € Z. Sei
r Rest von v bei Division durch d:

v=gqd+r qrez0<r<d
Dann ist z = xg + 1% =z, (m) (da Zqd =0 (m)) O
Lemma 3.22 (Heiratslemma). SeipeP,p>5 K={neN:2<n<p-2},
E={(a,d'):a,d € K,ad' =1 (p)}
Dann gilt:
1) Vae K3ld' € K : (a,d’) € E.
2) (a,a’) € E = (d,a) € E.
3) (a,d) e E=a#d.

Beweis. 1) a € K,p € P = 3d’ € {0,1,...,p — 1} mit aa’ = 1(p). ' = 07

0a=0#1(p).a’ =17aZ1(p).d =p—17a(p—1)=1(p) = 0=ap =a+1 (p)
Widerspruch, da3<a+1<p-1.Alsod € K.

2) trivial.

3a*>=1(p) = (a+1)(a—1)=0(p)=a+1=0(p) oder a—1=0 (p). Fiir
a € K ist aber a £ £1 (p). O

Korollar 3.23. (p—2)!=1 (p)
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Beweis. p=2:01=1

p=31=1
p=5 (p—2)!' =[licx @ = Ilpanre (aa)ep @@’ =[1 = 1. Im ersten Produkt stehen
(p —2) — 2+ 1 = p — 3 Faktoren, im zweiten 5= 3 Faktoren. O

Beispiel 39. p=7, K ={2,3,4,5},2-4=8=1(7),3-5=15=1
2.3.4.5=(2-4)(3-5) =1

Satz 3.24 (von Wilson). VpeP: (p—1)!=-1 (p)

Beweis.

p-D'=@{@-2)(p-1)
(p—2)!=1(p)
p—1=-1(p) ]

Bemerkung 3.25.

1) 1770 von E. WARING (1736-1798) bewiesen, der den Satz SIR JOHN WILSON zu-
geschrieben hat. Aber: Wahrscheinlich kannte LEIBNI1Z die Aussage auch schon.

2) Der Satz charakterisiert Primzahlen.

3.4 Satz von Euler
Lemma 3.26. Sei p = 2n + 1 ungerade Primzahl. Dann gilt
(n)? = (=1)""" (p)

Insbesondere ((2k)!)? = —1 (p), falls p =4k + 1,k € N und ((2k +1)")2 =1 (p), falls
p=4k+3,keN

Beweis. 2n=p—1,2n—1=p—-2,...,n+1=p—n

=p-D=2n)!=nln+1)(n+2)...2n — 1)(2n)
=nlp-1p-2)...(p—n)
=nl(=1)"n! (p)
—1=@)*(=D)" (p) Satz v. WILSON
()" =@)* () H

Anwendung;:

Satz 3.27 (Euler 1749). Fiir alle p € P dquivalent:
1) Ja,beN: a>+b2=p
2) p=2oderp=14) p=4k+1)
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Dabei {a,b} eindeutig (a # b fir p # 2)!

Beweis. (1)=(2): Schon gezeigt: p > 2: Entweder ¢ = 0 (2),b =1 (2) oder umgekehrt
=a+b2=1(4)

(2)=(1): 2 =12 +12.

Sei2 <peP,p=1(4). Dann existiert k € N: p =4k + 1. Somit folgt nach Lemma

(20)*=-1 (p)

Mit u := (2k)! also u?> = —1 (p). Rest ist elegant zu machen, falls man weif}, da in
Z[i] = {a + bi : a,b € Z} eindeutige Primzerlegung gilt (bis auf Einheiten). (Indiz:
a?+0? = (a+ib)(a—ib),p=ny, m,y €Zi] |7 |>1L|y|>1=>y=7

p? =pp =Ty =177 € ZE NR=Z

ST =YY =p=TY=>7Y=T

Aber. . .)

Elementar: Betrachte alle Paare (z,y) € Z mit 0 < z < [\/p], 0 <y < [/p]. Das sind
([y/p] + 1)? > p Paare (z,y). Daher gibt es zwei verschiedene solcher Paare (z,y), fiir
die ux —y mod p gleich ist.

Wihle z1,22,y1,y2 € Z mit (z1,y1) # (22,¥2), i, %:[0, [\/p]] mit
ury —y1 = urs —y2 (p)
Fiir g := 21 — x2,y0 = y1 — y2 ist dann

urg =yo (p), (%o,y0) # (0,0)

Es folgt

—z5 = (uzo)’ =45 (p)
D.h.

wy+ys =0 (p) <2p
Dabei ist

0<af+y2

wegen | 2o |< [{/p],] yo |< [{/P], mindestens eine strikte Ungleichung, da x; # y; oder
ZTo F# Yo. Somit

ai+ys =p
Eindeutigkeit: Sei

p=2’+y* =u>+0°

mit z,y,u,v EN, 0 <z <y <,p, 0<u<v<,/p Zuzeigen: z = u,y = v. Wir
beweisen

plav—yu
Dann wegen

0 <| 2w —yu |<p
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sicher
x  u
0=zv—yu, —=—
v

2 )’ 2 2 2 2 2 (w2
Y ; +1l]l=2"+y"=p=u"+v"=v (5> +1

= y? =v? = y = v. Dann auch = = u.
(20 —uy) (zv+yu) = 2%0° —y?u? = (p—y*)o? —y*u® = po® -y (> +0%) = p(v* —y?)

p | zv — yu oder p | zv + yu
Noch z. z.: p1 xv 4+ yu. Annahme: p | zv + yu. Es ist

0 < z2v+yu < 2p,
dann gilt zv 4+ yu = p.
p? = (2% + v (u® +v?) = (2v + yu)® +(zu — yv)*  (Vo,y,u,v € R)
—_———
=p
= zu — yv = 0. Widerspruch wegen zu < yv (0 < x < y,0 < u < v). O

Korollar 3.28. Sein € N, n =pip2...pm, p; € P, kein p; sei von der Form 4k + 3.
Dann ist n Summe von zwei Quadraten natirlicher Zahlen.

Beweis. p; = a? + b? mit a;,b; € N. Also ist n ein Produkt von Quadratsummen; also
wiederum Quadratsumme. O

Satz 3.29. Sein € N*. Dann sind dquivalent:
1) Ja,b e N: n=a®+b°.

2) In der Primfaktorzerlegung von n treten Faktoren der Form 4k + 3 mit gerader
Vielfachheit auf.

Beweis. (2)=(1):n=p;-... ppms® mit p; =4k +1, k € N. Dann gibt es a,b € N mit
PLeee.Pm =a®+b?

so daB8 n = (as)? + (bs)?
(1)=(2): d := (a,b)

Dann gilt . R
d?(a* + b*) = d*a* + d°0* = a* + b* = n.
Mit 7t := 2 ist i = a® + b2
Annahme: 3¢ € P, ¢ =3 (4), q | n, ¢ mit ungerader Vielfachheit. In d?> kommt ¢ mit
gerader Vielfachheit vor. Also kommt ¢ in 72 mit ungerader Vielfachheit vor. Also ¢ | 7.
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Falls ¢ | a, dann q | 2 — a2 = b2, ¢ | b. Widerspruch zu (a, b) = 1(a,b) = 1. Also ¢ 1 a.
Dann existiert v € Z mit X
b (q).

au
Wegen ¢ | 71 ist dann
O=n=a’>+b*=a*(1+u?) (¢

Noch einmal wegen q { a: ¢ | u?> + 1. Daher: ¢ = ¢® + d? fiir gewisse ¢,d € N, also
q # 3 (4). Widerspruch. O

Beispiel 3.10. 3,7, 15, 23 nicht Summen von zwei Quadraten. Summe von 3 Quadraten?
3=124+1%2412

Satz 3.30 (Gauf3 1801). Vn € N* sind dquivalent:
1) Pa,b,ceN: a®>+ 02+ =n
2) n=4"(8s+7) mitr,s € N.

(ohne Beweis)

Beispiel 3.11. 7, 15, 23, Aber: 7 =22 +12+124+12, 15 =32+ 22+ 12+ 12, 23 =
32_|_32_|_22_|_12

Satz 3.31 (Legendre 1770). Vn € N* Ja,b,¢,d € N :
A+ +E+d2=n

Beweis. mit Satz v. GAUSS: oBdA: n = 47(8s + 7) (sonst n = a? + b* + ¢* + 0%).
4t 8s + 6 nach GAUSS

8s+6=a?+b2+c?=>8s+7T=a?+b>+c*+12
=>n=4"8s+7) = (2"a)® + (270)* + (2"¢)* + (2")* O

3.5 Primfaktorzerlegung in Z]i|

Zli) :={x +iy: x,y € Z} (Z x Z als Teilmenge von R? = C)
Allgemeiner: (R, +,-) kommutativer Ring mit 1 und nullteilerfrei. (weiteres Beispiel:
Polynomring K[z], K Kérper)
Fir w € C sei
Z|w] :=={ap + aw : ag,a1 € Z}

Wir betrachten die Félle
w=+vm, me{-2-1,0,2,3},
insbesondere (m = —1)

Z[i) :={ao+a1i: ap,a1 € Z} (GAUSssche ganze Zahlen)
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14 /=
w= #, m € {3,7,11}

In all diesen Fiillen ist w? € Z[w] (klar fiir w = /m, fiir w = 4= Ubung), also Z[w]
Ring bzgl. der iiblichen Operationen (+,-) in C.
Allgemeine Bezeichnungen: Ist R ein Integritétsbereich (d. h. kommutativer Ring mit
Einselement 1 und nullteilerfrei (o, 8 € R,af = 0= a =0V [ = 0)), so definiert
man:

1) Fiir a, 8 € R heiit « Teiler von 8 (« | 8), falls 3y € R mit ay = .

2) € € R heifit Einheit, falls ¢ | 1. (z.B. £1)
3) a, € R heiflen assoziiert, a ~ 3, falls a | f und g | c.
4)

« € R heifit unzerlegbar, falls a # 0, a keine Einheit und gilt: o = [~ mit
8,7 € R = ( oder v Einheit.

5) m € R heifit Primelement, falls gilt
mlaB, a,fER=m|aodern|f
(Weitere Ringe: Q,Z, K[z] Polynomring iiber Koérper K)
Bemerkung 3.32. 1) e1,eo Einheiten = e1¢9 Einheit:
£j0; =1 = (e162)(0102) = (e101)(g2d2) =1-1=1
(Einheiten bilden Gruppen)
2) Sei a € R unzerlegbar, § € R keine Einheit. Dann:
B|a < JEinheit ¢: fe =«

3) 7 € R Primelement = 7 unzerlegbar:

Seien 3,7 € R mit m = B~. Dann 7 | § oder 7 | 7, etwa 7 | §, also 8 = wa mit
a € R. Es folgt

1 = By = may
und daraus 1 — ay = 0, d. h. 7 Einheit.

Einheiten in Z: 4+1; Einheiten in Z[i]: £1, +i. (z € Z[i] ~ {0} =] z |> 1 = Jede Einheit
hat Betrag 1) Einheiten in Z[y/—2]: Nur +1. Einheiten in K[z]|: Jedes a € K*.

Lemma 3.33. 1) Fir alle k € N* ist
M:={|lz| z€Z[i],| z |< k}

endlich.
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2) Fiir alle u,v € Z[i],v # 0, existiert w € Z[i] mit
|u—ovw <] v]

Beweis. M C{|z+vyi|z,y€Z,~k<z <k —-k<y<k},|{ }|=2k+1)?
u/v € C, Es ex. w € Z[i] mit | u/v — w |< 1//2, also

|u—wv|§m<|v\ O

V2
Bemerkung 3.34. Ebenso fiir Z[v/—2]: ? <1
Allgemeiner: R Integritéitsbereich, aulerdem n : R — Ry mit:
1) nla) =0 <= a=0
2) Vk e N: {n(a):a € R,n(a) <k} endliche Menge.

3) Va, B€ R, #03vy € R:
n(a — By) < n(B)

Beispiel 3.12. 1) R = Z[w] mit w = \/—m, m = 1,2 oder w = /=™ o, m=3,7,11
mit n(a) =| a|.
2) R = K[z], Pol ing iiber K, mit 5(f) = 0 /=0 p folgt:
= K[z}, Polynomring iiber K, mit n(f) = § sdeg(s) ‘gopg - P2raus folgt:
n(fg) =n(f)n(g)
3) R=Z[y/m], m=2,3 oder m = —1,—2 mit

n(ao + a1v/m) :=| a3 — a?m

(Wohldefiniert!)

Beweis:
(1) n(a) =0 < «a =0 (klar wg. Wohldefiniertheit)
(2) Trivial, wegen n(R) C N
(3) Fiir ag + a1v/m € Q[/m] sei
n(ag + a1y/m) :=| ag —afm |€ Q¢
7 ist multiplikativ auf Q[v/m]:

(ao + al\/ﬁ)(bo + b1ﬁ) =co+civm
Co = aob() + alblm

CcC1 = CleO + a0b1
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Dann:

(ag — afm) (b5 — bim) = agby — (aght + aibg)m + aibim?
=X 2 —cim
Somit

n(aB) =n(a)n(B) Vo, € Qlym]
Seien a, 8 € Z[\/m], B = by + by/m # 0. Dann ist

EZOW:%“M/EG@[\/W
0o~ 01

Es existieren gg, g1 € Z, so daf fiir d; := ¢; — g; gilt:

| dj |<

[N

Sei v := go + g1v/m, p:= a— By und § := dy + dy/m. Dann
7.p € Z[Vm], ¢ € Q[v/m],

p = (0, denn
a
P = y=(co—go+ (1 —g)Vm =6
BB
Wegen d2 < %sund d? < 1 ist p(0) =| d} — dim |< 3 < 1 fiir m = 2,3.
(dg,dim € [0, 2]), wie auch fiir m = —1, —2:

1 2
U(5)=d%+d%\m\§i+1

Daraus folgt
n(p) = n(B6) = n(B) n(d) < n(B)

~~

<1
Satz 3.35. Seien R,n wie oben. Dann gilt fir alle 1 € R: ® unzerleghar <= =
Primelement.

Beweis. ,,<=“: schon gezeigt.
,=% Sel m € R unzerlegbar. Seien o € Rmit 7 | af. Zz.:7w|a V 7|
Sei 3 3
B:={BeR: n|ab}
Selbstverstindlich 7,3 € B. Wir withlen 3y € B mit minimalem 7(6o) > 0. ({n(3) :
BeEB,0< 77(6) < n(B3)} ist endliche nicht-leere Menge). Wir behaupten: B = Rf.
Klar: RGy C B: (7 | afBy = 7 | afp7Vy € R)
Sei 3 € B. Es existiert ein v € R mit

n(B = Boy) < n(Bo) (3.2)
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Dabei gilt R R
T [ af —afyy = a(B — Bo).
also ist 8 — 8oy € B. Wegen Wahl von o und (3.2) ist

n(B — Boy) =0, B~ Boy =0,

also 8 € R
Wegen 7 € B existiert also v € R mit

T = Bo7.

Da 7 unzerlegbar, ist 9 Einheit oder v Einheit. Ist 5y Einheit, so ist 7 | o wegen
7| afy (Boe =1 = 7 | afpe = «). Ist v Einheit, so ist 7 | 8 wegen [y | B(€ B)
(ve =1= mwe = Boye = Bo, 7 | Bo). O

Korollar 3.36. In R mit n, auflerdem n multiplikativ, n(a) > 1V € R*, gilt eindeu-
tige Zerlegbarkeit in unzerlegbare Elemente. Genauer:

n
Yo € R* keine Einheit, so 3 unzerlegbare w1, ..., m, € R(n € N*) mit a = H T
i

Ist a =[] 7; mit unzerlegbaren 7;, so ist m = n und nach Umordnung 7; = €;7;, €;
Einheit.

Beweis. Korrektur: a) 0 £ n(1) =n(1-1) =n(1)n(1) =n(1) =1
b) ¢ Einheit = 3y e R: ey =1

= n(e)n(y) =nley) =n(1) =1=mn(e) =1
c) Sei € € R,n(e) = 1. wegen (iii) existiert v € R mit

n(l —ey) <nle) =1

Dann folgt 1 — ey = 0, € Einheit.

Ende Korrektur.

Existenz: Angenommen, es existiert @ € R*, a keine Einheit, o nicht Produkt von
unzerlegbaren Elementen. Wihle ein solches o mit minimalem n(a). « ist selbst-
versténdlich zerlegbar. Also existieren (3,7 € R, keine Einheiten, mit

=Py

Wegen 7(B)n(v) = n(a) und n(3) > 1, n(y) > 1ist n(3) < n(a) und n(y) < n(e).
Nach Wahl von « existieren unzerlegbare

Ty eensThy Thtly -y Tm € R

mit =7y ... T, ¥ = Tht1 .. T, s0 daB also o = Gy = [[, m; Widerspruch.
Eindeutigkeit: Seien m,n € N* und my,...,m,,T1,..., Ty unzerlegbare Elemente in R

mit Hi T, = Hi ’frz
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Zu zeigen: m = n, nach Umordnen: m; = 7;¢;, €; Einheit. Vollst. Induktion nach m:
m = 1: ™ = Hzﬁ-l = 77—1(1_[1'>1ﬁ—i) =>n = ].,71'1 = ’ﬁ'l

m—m+ 1 [ = [[=i7 = Mg [ [1; 7 = 31 < j < nimpqa | 7 0BdA:

j=n.
Also existiert €, € R: w116, = . Dabei €, Einheit, da 7, unzerlegbar. Auflerdem

folgt:
m—+1

n
H Tien = (EnT1) an‘
i=1 i=2
m n—1
Hﬂi =& H T
i=1 i=1

Nach Induktionsannahme: m = n — 1. Nach Umordnen: 3 Einheiten 7;
MERTL = T1,MN2T2 = T2+« o s TmMm = Tm O
Bemerkung 3.37. Dies gilt nicht fiir Z[v/—=5]:
6=2-3=(1+v-5)(1—v-5)
mit unzerlegbaren 2,3,1+1/=5. = 2,3,1+ /=5 keine Primelemente.
Beweis. fiir Unzerlegbarkeit: Fiir
a=ay+avV—5 (ag,a; €7Z)

sei
(@) =| ag + 547 |

Dann ist  multiplikativ (siehe friiher!), n(1) = 1, n(a) > 1 Va € Z[/=5] ~ {0, £1}.
Es ist n(2) = 22 =4, n(3) = 32 = 9, n(1 £ v/-5) = 12 4+ 125 = 6. Fiir jeden echten
Teiler 3 einer dieser Zahlen 2,3,1 + /=5 muf n(3) echter Teiler von 4,9, 6 sein, also
2 oder 3. Aber in diesem Ring wird das nie und nimmer passieren. Schade. O

3.6 Chinesischer Restsatz

Satz 3.38. Seien mq,...,m, € N* paarweise teilerfremd. Es sei
T
m::Hmi und by, ..., b. € Z.
i=1
Dann gilt

1) Das System der simultanen Kongruenzen

x=by (m1),...,z=0b. (M) (3.3)
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hat Lésung. Setzt man a; = - und wdhlt x; € Z mit
J
a;z; =b;  (my)

S0 15t
!
T i=a1x1+ -+ arx,

Lésung von (3.3)
2) Gesamtheit der Lisungen von (3.3) ist
2 +Zm={z" €Z:2" =2" (m)}
Beweis. 1) Fiir alle 1 < j <rist (a;,m;) =1, also existiert x; € Z mit
ajry = b (my).
Fir j # i ist m; | a;, also a;z; =0 (m;). Somit ist

/
X

a;z; =b (my)

2) FiralleceZ und 1 <j <rist
¥ +em=12"=b; (m;)

Ist umgekehrt z” Losung von (3.3), so ist " — 2’ =0 (m;) fir alle 1 < j <,
dh.mj|2” —a' firallel1 <j<r,alsom|z" -2/, 2" -2’ =cm, ceZ. O

Beispiel 3.13. x =1(2),2 =2 (3),z =4 (5).
m:235:30, a; = 15, 02:10, a3 =6
1521 =1 (2), 1022 =2 (3), 623 =4 (5).

$1=1,$2:2,1‘3:4
=2/ =15-1+10-2+6-4 =59 = —1 (30)

3.7 Polynomkongruenzen

Fir f € Z[z] und b,m € Z fragen wir nach Losungen der Polynomkongruenz

Selbstverstindlich kénnen wir wieder 0.B.d.A. b = 0 annehmen. Fine ganze Zahl x
mit f(zog) =0 (m) wird dann auch Wurzel der Polynomkongruenz genannt.

Beispiel 3.14. 1) Fiirp € Phat 2P~1—1 = 0 (p) die p—1 nicht kongruenten Wurzeln
1,...,p — 1 (kleiner Fermatscher Satz).

2) 22 — 2 =0 (3) hat keine Losung (man probiere 0, 1, 2).
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3) 2+ 1 =0 (p) hat fiir jede Primzahl p der Form 4k + 1, k € N, genau zwei nicht
kongruente Wurzeln (z.B. +(2k)!), fir Primzahlen p = 4k + 3 aber keine Losung.

4) 2* —1 = 0 (16) hat die acht nicht kongruenten Wurzeln 1,3,5,7,9,11,13, 15,
wihrend 2% — 2 = 0 (16) keine Losung besitzt.

Bemerkung 3.39. 1) Ist 29 € Z eine Nullstelle von f, so ist fiir alle m € N* auch

f(zo) =0 (m).

2) Es gibt ein f € Z[x], so daB fiir alle m € N* die Polynomkongruenz f(z) =0 (m)
eine Wurzel besitzt, aber f keine Nullstelle in Z hat (ohne Beweis).

3) Ein Polynom n-ten Grades hat héchstens n Nullstellen in Z, es kann aber mehr
Wurzeln fiir Polynomkongruenzen f(x) =0 (m) geben (siehe Beispiel 4).

Satz 3.40. Es sei
f=a+az+---+2" (neN,a; € Z).
Dann hat f(x) =0 (p) fiir jede Primzahl p hichstens n inkongruente Lisungen in Z.

Beweis. Die Behauptung folgt daraus, dafl Z,, := Z/Zp ein Korper ist (und eine ent-
sprechende Aussage allgemein fiir Kérper gilt).

Wir kénnen aber auch direkt mit vollstdndiger Induktion vorgehen: Fiir n = 0 haben
wir f(z) =1 # 0 (p). Sei nun n € N* und die Behauptung richtig fiir n — 1. Besitzt
die Kongruenz f(z) = ag + a1z + --- + 2™ = 0 (p) keine Losung, so haben wir nichts
mehr zu zeigen. Besitzt sie eine Losung ¢ € Z, so ist fiir alle x € Z

f@)=f@) = fle) =D a, (2" —¢) = (x—c)g(x) mod p
v=1
mit .
g = Z ay (2" P+ Pet a4 ) € 2,
v=1
(wobei a,, := 1), so daf} also
f()=0 mod p <= (a? =c¢ modp oder g(z)=0 mod p).

Beachten wir, daf3 g die Form by+byz+- - -+2" ! mit b; € Z hat (in der g definierenden
Summe tritt 2"~ nur bei v = n auf!), so folgt nach Induktionsvoraussetzung, dafl
g(x) =0 (p) hochstens n — 1 inkongruente Losungen hat. Damit folgt die Behauptung
fir n. O

Korollar 3.41. Es sei p eine Primzahl und d € N* ein Teiler von p — 1. Dann hat
24 —1=0 (p) genau d inkongruente Lisungen.
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Beweis. Sei ¢ € N* mit p — 1 = dq. Dann hat
g =1+ 422 ... 420D c 7[q]

den Grad p — 1 — d. Es bezeichne [ bzw. k die Anzahl der Losungen von 2¢ —1 = 0 (p)
bzw. von g(x) =0 (p) in {1,...,p — 1}. Nach dem vorigen Satz ist

0<I<d und 0<Ek<p-1-d. (3.4)
Wir wissen, daf fiir alle x € {1,...,p — 1} gilt
(27 —1)g(z) =2P"' —=1=0 mod p,

also
¥ —1=0(p) oder g(x)=0 (p).

Daraus folgt, dafl
p—1<Il+k (3.5)

gilt (zunéchst nur <, da gewisse x Losungen beider Kongruenzen sein kénnten). Wire
l < d, so wire nach (3.4)

I+k<d+(p—-1—-d)=p—1,
was (3.5) widerspricht. Also ist | = d (und ebenso k =p — 1 — d). O

Satz 3.42 (andere Formulierung von Satz 3.40). Es sei p eine Primzahl und
f=ao+ a1z + -+ apz™ € Zlx], so daff f(x) = 0 (p) mehr als n inkongruente
Losungen hat. Dann sind alle Koeffizienten ag, a1, ..., a, durch p teilbar.

Beweis. Nehmen wir an, dal es ein 1 < m < n gibt, so daf§ a,, nicht durch p teilbar
ist. Es sei m die grofite Zahl mit dieser Eigenschaft. Dann existiert ein b € Z mit
amb=1 (p). Sei

g :=aoh+ a1bz + -+ + apy_1bz™ 1 4+ 2™,

Nach Satz 3.40 hat g(«) = 0 (p) hochstens m inkongruente Losungen in Z. Andererseits
gilt fiir jedes « € Z mit f(x) =0 (p) sicher

g(x) = apb+atbr + -+ apm_1bz™ 4 2™ = f(z)b=0 mod p

(und von denen gibt es nach Voraussetzung mehr als n, also mehr als m inkongruente).
Widerspruch! O

Damit erhalten wir einen neuen Beweis fiir den Satz von Wilson:
Es sei p eine Primzahl. Das Polynom

fi=(@—-—D@—=2)...(x—(p—1)) = (P71 = 1) € Z[x]

hat einen Grad, der strikt kleiner als p — 1 ist (die Terme mit Potenz p — 1 heben
sich gegenseitig auf). Nach dem kleinen Satz von Fermat ist f(z) = 0 (p) fiir alle
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x € {l,...,p— 1}. Nach dem eben bewiesenen Satz ist daher jeder Koeffizient von f
durch p teilbar. Insbesondere ist also der konstante Term

()P -1 +1
durch p teilbar. Fiir p # 2 ist (—1)?~! = 1 und damit
(p—1!'=-1 modp

(fiir p = 2 ist trivial (p — 1) =1 = —1(p)).
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4 Fibonacci-Zahlen

Die Folge (F),) der Fibonacci-Zahlen ist definiert durch
Fy = F, =1, Fn+2 = Fn+1 + F, (Tl S N*)
Erste Folgenglieder:

n 123 45 6 v 8 9 10 11 12 13 14
F, 11 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

Mit Matrix A := (1 (1)) ist fiir alle n € N (mit Fp := 0)
Fn+2 Fn+1 _ An+1 .
Fn+l Fn '

Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial aufgrund der Definition von Fy, Fy, F» und A,
der Induktionsschritt ergibt sich mit

(Fn+2 Fn+1> (1 1) _ (Fn+2 + Foi1 Fn+2) _ (Fn+3 Fn+2>
F..1 F, 10 Fooai+F, Fup Foyo Foi1/)'
Der Schliissel zu Eigenschaften der Folge (F},) ist die Folgerung:
Satz 4.1. Fir alle m € N* undn € N ist

Foin = Fpu1Fyy + FFror.

Beweis. Es ist

Fm+n+2 Fm+n+1 _ Am+n+1 _ AmAn+1 _ Fm+1 Fn Fn+2 Fn+1 )
Fm+n+1 Fern Fm mel Fn+1 Fn

Korollar 4.2. Fiir alle m,n € N* gilt:
1) F,, und F, 11 sind teilerfremd.
2) F,, ist ein Teiler von F,,.
3) (Fin, F) = Finn)-

4) Sind m,n teilerfremd, so ist F,,F, ein Teiler von F,,.
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5) m ist genau dann ein Teiler von n, wenn F,, ein Teiler von F, ist.
Beweis. 1. Trivial fiir n = 1, Induktionsschlufl mit
(Fn+17 Fn+2) = (Fn—i-ly Fn + Fn+1) = (F7L+17 Fn)
2. Trivial fiir n = 1, Induktionsschlufl mit
Fm(n+1) = an-l—m = an—lFm + anFm+1-

3. O.B.d.A. sei n < m. Wahlen wir g e N*und r e Nmit m=gn+rund 0 < r < n,
S0 ist

F, = qn+r — Fqn—lFr + Fq7zFr+1~
Dabei ist F,, | Fyy, wegen (Fyp_1, Fyy) =1 also (Fyn—1, F,) = 1 und damit

(Fnu Fn) = (F'm FT)'

Fortfahren mit dem euklidischen Algorithmus ergibt mit d := (m, n) schlieflich

(FmaFn) = (deFO) = (Fd,O) = Fd-
(4) und (5) folgen sofort aus (2) und (3). O
Satz 4.3. Fir allen € N ist

w=a((5) (57)

Beweis. Mit vollstdndiger Induktion folgt sofort, da3 F;,, < 2" fiir alle n € N. Daher
ist die Potenzreihe

f@) = Fpa" (4.1)

n=0

fiir alle x € R mit |z| < 1/2 konvergent. Wegen der Identitét

e} o0 e}
L+ af(x)+ 2 f(x) =1+ ZFnaz” + ZFn_lx" =1+ Fx+ ZFon” = f(x)

n=1 n=2 n=2
ist offenbar )
f@)= 17— "2
Setzen wir
1+v5
Q19 =

1,2 2 )

S0 ist

1—z—2°=(1-oz)(l — asx)

wegen a1 + ag = 1 und ajas = —1. Fiir alle © € R mit |z| < 1/2 gilt also

_ 1 o o R NN TS B
Fo) = e (0 - ) = eart - et (42)

Aus (4.1) und (4.2) folgt nun sofort F,, = (a} — af)/V/5. O
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Lucas-Folgen

a1, as gegeben,
(ny2 = Qpg1 + Gn, n>0

Dann gilt:
An+1 =arF, 1+akF, n>2
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5 Zahlentheoretische Funktionen

5.1 Allgemeines und Definitionen

Jede Funktion f : N* — Q heiflt zahlentheoretische Funktion. Eine solche Funktion
heifit multiplikativ, falls fiir teilerfremde a,b € N* stets gilt

f(ab) = f(a)f(b).
Beispiel 5.1. 1) f=0.
2) o(1) =1, o(a) =0 fiir a > 1.

3) ela) :=

4) i(a) :=

5) ir(a) :=a*, k € N (esist ig = e, iy = 1).

6) 7(a) = Yya 1

7) o(a) = Sy d

8) ok(a) == g d*, k € N (siehe Satz 5.4/Folgerungen; es ist o9 = 7, 0y = 0).

9) ¢(a) := (Anzahl der zu a teilerfremden natiirlichen Zahlen j € {1,2,...,a}).

Definition 5.1. Die DIRICHLET-Faltung von zwei zahlentheoretischen Funktionen f
und g ist definiert durch

(Frg)n) =Y f(@g (5) = D Fla)g(®).

din a-b=n
Satz 5.1. 1) fxg=gxf.
2) (frg)xh=fx(gxh).
3) fxo=o0xf=f.
Beweis. (1) und (3) sind trivial. Weiter ist

(fxg)xhn)= Y (fxg)dhc)= > > fla)g®hlc)= > fla)gb)h(c).

d-c=n d-c=n a-b=d a-b-c=n

Ebenso ist
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Lemma 5.2. Sind f, g : N* — Q multiplikativ, so auch f *g.

Beweis. Seien a,b € N* teilerfremd. Dann ist

(f *g)(ab) = f(d)g (Zb) = D [lhd)g (dﬁ)

d|ab dlla,dglb

- 5 soon(3)s () -E o (3) e ()
da|b

di]a,dz2|b di|a
= (fx9)(@)(f * g)(b)-
Dabei haben wir benutzt, dafl Teiler von a und b ebenfalls teilerfremd sind. O

Definition 5.2. Die Summatorfunktion (Teilersummenfunktion) von f: N — Q ist
definiert als F := f x e, d.h. durch

F(a):=_ f(d),
dla
Vorlédufige Tabelle:
f € ) ik
F T O O

Die MOBIUSsche p-Funktion ist definiert durch

(a) 0, a nicht quadratfrei,
a) :=
K (-1)", a=p1-----pr quadratirei (p; € P).
Einige Werte:
a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1(a) 1 -1 -1 0 -11-100 1 -1 0

Lemma 5.3. 1) p ist multiplikativ.
2) uxe=expu=o.

Beweis. 1. Sei a € N*, a = pi** ... p" mit voneinander verschiedenen Primzahlen

Pi1s---sDPr.
Zu zeigen:
pla) = p(@i) - (™) (5.1)
Wenn es ein 1 < j < r gibt mit m; > 2, so ist u(a) =0 = u(p}nj), also (5.1) sicher
richtig. Ist hingegen m; = --- =m, = 1, so ist

pla) = (=1)" = p(p1) ... pu(pr)-
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2. Mit g und e ist auch p * e multiplikativ. Da o ebenfalls multiplikativ ist, brauchen
wir also nur zu zeigen, daf fiir alle Primzahlen p und m € N gilt

(nxe)(p™) = o(p™)

gilt. Nun ist aber sicherlich g *e(1) =1 = o(1) und fiir m > 1

(e ™) = Y n) =14 () 404 +0=0=0fp™). O

Satz 5.4 (Mébiusscher Umkehrsatz). Fir alle f, F: N* — Q4 sind dquivalent:
1) F ist Summatorfunktion von f:

Fla) =Y f(d).

dla

2) f=Fxpu, dh
fl@)=>"n(3) F.
dla

Beweis. Ist F = f x e, so ist

f=frxo=fx(exp)=(fxe)xp=Fxp.
Ist umgekehrt F' % u = f, so ist

F=Fxo=Fx(uxe)=(Fxpu)xe=fxe. O
Korollar 5.5. Sei f: N* — Q4 und F Summatorfunktion von f. Dann gilt:

1) f ist genau dann multiplikativ, wenn F multiplikativ ist.
2) Fiir alle Primzahlen p und alle m € N* ist

f™) =F@™) —F@p™ ).
Ist f multiplikativ, f nicht die Nullfunktion, so ist

Fer ) =TT (F@) - Fe ).

j=1

Beweis. 1. Ist f multiplikativ, so ist nach Lemma 5.2 auch F' = f % e multiplikativ, da
e multiplikativ ist.
Ist F' multiplikativ, so ist nach Lemma 5.2 auch f = F %y multiplikativ, da g multi-
plikativ ist.
2. Es ist

f@™) = (Fxp)p™)=> F@™ " )u@)=F@™) -1+ F@™ ") - (-1).

i=0

Der Rest ist klar. O
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5.2 Anwendung auf die Eulersche ¢-Funktion.

Die Teilersummenformel

> p(d)=a

dla

besagt, dal ¢ Summatorfunktion von ¢ ist. Da ¢ multiplikativ ist, sehen wir erneut,
dafl ¢ multiplikativ ist und

1 My : m; m;i—1 - 1
e ..oy )=H<pj’—pjj )=aH(1—'>
i=1 =1~ i

gilt. AuBerdem ist ¢ durch die Teilersummenformel charakterisiert: Ist f zahlentheo-
retische Funktion mit }°,, f(a) = a, so ist f = ¢.
Die MOBIUSsche Umkehrformel ergibt

ela) =Y nld)i (5) = Y ula)
dla dla

oder auch

pla) _ -~ uld)
a % d

Beispiel:

120 120 120 120 120 120 120
120) = 120 — — — =2 228 120 240 18
P(120) =120 = == = = = =+ =+ 5+ 5~ 35
— 20— 60 — 40— 24+ 20+ 12+ 8 — 4
— 32,

Fiir f und die Summatorfunktion F' von f haben wir die Tabelle

f poo e @ i

SRSNRS

F o e T 1 O
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6 Prime Restklassen

6.1 Alligemeines
Sei m € N, m > 2. Die Restklassen
Ji=7j+2Zm, j€{0,1,....,m—1}
sind die m Elemente des Rings Z,, = Z/Zm :
jtk=Il<=jtk=1(m), jk=l<j-k=1(m).
Wir wissen, daB fiir alle j € {1,...,m — 1} gilt:

(jym)=1<=Jke{l,...,m—1}:
<~ Jke{l,...,m—1}:
<= j ist Einheit in Z,,.

Definition 6.1. Die Gruppe
Z., :={j:j€{1,2,...,m — 1}, Einheit in Z,,}

heiBit prime Restklassengruppe. Die Anzahl der Elemente in Z!, ist ¢(m).

(Die Standardschreibweise ist Z, ; wir kénnen sie nicht benutzen, da wir generell R* :=
R~ {0} definiert haben.)

Beispiele 6.1. 1) 7, ={1,2,3,4} = {2,2°,2°,2'} = {3,3°,3".,3"}, aber
7L A AT T T, weil T° =1.

3) Z§ = {1,3,5,7}, fiir alle @ € Z§ ist a* = 1.

6.2 Primitivwurzeln zu Primzahlen

Fiir jede Primzahl p ist

li * T 9
Z, =7, =1{1,3,...,p—1},
und wir wissen, da8 fiir alle z € {1,2,...,p — 1} gilt

P71 =1 (p) ( bzw. 2P~ =1).
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Definition 6.2. Ordnung von x € Z;, ist die kleinste Zahl j € N* mit
/=1 mod p.
Lemma 6.1. Sei m € N* und x € Z;,. Dann ist
2™ =1 modp <= m ist Vielfaches der Ordnung von z.
Insbesondere ist die Ordnung von x ein Teiler von p — 1.
Beweis. Sei j die Ordnung von z. Ist ¢ € N*| so ist selbstversténdlich
7= (279 =19=1 mod p.

Sei also umgekehrt m € N* mit 2™ =1 (p). Dann existieren ¢, € N, so daB m = gj+r
und 0 < r < j ist. Es folgt

2" = (/)92 =2™ =1 mod p.
Nach Wahl von j ist » = 0, also j Teiler von m. O
Entsprechendes gilt fiir alle endlichen Gruppen:

Satz 6.2. Sei G eine endliche Gruppe, e das Einselement in G und k die Anzahl der
Elemente in G. Fiir alle a € G ist dann a* = e.

Fiir jedes a € G besteht die Menge aller m € N* mit o™ = e aus den Vielfachen einer
gewissen Zahl, die Ordnung von a genannt wird (und insbesondere ein Teiler von k
ist).

Beweis. Wir werden den Satz nur fiir kommutative Gruppen bendtigen und daher
auch nur fiir solche beweisen. Wir gehen wie beim Beweis des kleinen Satzes von

Fermat vor (der ein Spezialfall ist!): Es sei G = {x1,z2,...,2;} und a € G. Dann
ist auch {ax1,axs,...,azxr} = G. Bezeichnen wir das Produkt der Gruppenelemente
T1,T3,...,T Mit y, so ist also

ay = (azy)(axs) ... (axy) = 2120 ... 21 = ¥

und daher a* = e. Der Rest des Beweises ergibt sich durch leichte Modifikation des
Beweises von Lemma 6.1. O

Satz 6.3. Es sei p eine Primzahl und d € N* ein Teiler von p — 1. Dann existieren
genau ¢(d) Zahlen in {1,2,...,p — 1} mit der Ordnung d.

Beweis. Es sei ¥(d) := #{x € {1,2,...,p — 1}: p hat Ordnung d}. Wir zeigen durch
Induktion nach d, dafl
P(d) = ¢(d).

Induktionsanfang: Fiir 1 <z < p—1ist 2 =1 (p) genau dann, wenn = = 1 ist. Also
ist (1) =1 = ¢(1).
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Induktionsschlufl: Sei d > 1 und die Behauptung richtig fiir alle Teiler ¢t von p — 1 mit
t < d. Dann ist

d = #{ze{l,...,p—1}:2=1 mod p}
= #{ze{l,...,p—1}: Ordnung von z ist Teiler von d}
= Y ) =vd)+ D et =vd)+ Y @)
t|d t|d,t£d t|d,t£d
Wegen -, ¢(d) = d ist also auch ¢(d) = ¢(d). O

Korollar 6.4. Es existieren genau @(p — 1) > 1 Zahlen x € {1,2,...,p — 1} mit der
FEigenschaft: Modulo p gerechnet sind x*, 2%, ... 2Pt die Zahlen 1,2,...,p — 1 (jedes
solche x heifft Primitivwurzel zu p).

Mit anderen Worten: Zy, ist zyklisch, Anzahl der Erzeugenden ist o(p — 1).

Kleinste Primitivwurzeln a > 1 fiir Primzahlen p < 53:

p 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53
pp—1) 112 2 4 4 8 6 10 12 8 12 16 12 22 24
1 2 2 3

a 2 2 3 2 5 2 3 2 6 3 5 2

Beispiel 6.2. p =11, ¢(10) = 4:
2,6, 7,8 sind Primitivwurzeln:

Die Potenzen von 2 sind: 2, 4, 8, 5, 10,9, 7, 3, 6, 1
Die Potenzen von 6 sind: 6, 3, 7, 9, 10, 5, 8, 4, 2, 1
Die Potenzen von 7 sind: 7, 5, 2, 3, 10, 4, 6, 9, 8, 1
Die Potenzen von 8 sind: 8, 9, 6, 4, 10, 3, 2,5, 7, 1

Definition 6.3. a € Z* heifit Primitivwurzel von p, wenn p — 1 die kleinste Zahl
j € N*ist mit o/ =1 (p).

Frage. Sei p Primzahl, n € N*, n > 2. Ist Z,. zyklisch?
Die Anzahl der Elemente in Z,. ist ¢(p”) = (p — 1)p"~'. Also lautet die Frage:

Gibt es ein a € Z*, so daB (p — 1)p"~! das kleinste j ist mit a/ =1 (p")?‘

Bemerkung 6.5. 1) Primitivwurzeln fiir Zj sind nicht notwendig Primitivwurzeln
fiir Z;,.: So ist beispielsweise 7 Primitivwurzel fiir Z; wegen

=2(5), ™=4(), ™=3(), ™=1(5),
aber bereits 74 = 1 (25), withrend ¢(25) = 20 ist.

2) Zls ist nicht zyklisch (siehe fritheres Beispiel).
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Lemma 6.6. Seip € P, n € N, a Primitivwurzel zu p und @ € Z;,. Restklasse von a
modulo p™. Dann gilt fiir alle v € N:

Ordnung von @ ist (p — 1)p* mit 0 <1, <n —1.

Beweis. Sei t diese Ordnung. Dann ist
v v t
a’? = (ap ) =1 mod p".

Diese Kongruenz gilt erst recht modulo p. Nach Lemma 6.1 ist also p — 1 ein Teiler
von tp”. Weil p — 1 und p" teilerfremd sind, folgt daraus, dafl p — 1 Teiler von ¢ ist.
AuBerdem ist ¢ nach Satz 6.2 Teiler von (p — 1)p!”. Damit folgt die Behauptung. [

Lemma 6.7. Seip # 2 eine Primzahl und c € Z eine Primitivwurzel fiir p>. Dann ist
¢ eine Primitivwurzel fir alle p™, n € N*,

Beweis. Wir benutzen

a=1 modp = a”=1 mod p? (6.1)

a?=1 modp” = a=1 modp" ! (neN,n >2). (6.2)

Wir bemerken zuniichst, dal ¢ auch Primitivwurzel zu p ist: Wire ¢ = 1 (p) mit

1 <d<p-—1,so wire nach (6.1) auch ¢® =1 (p?) mit dp < (p — 1)p = #Z;z, was
nach Voraussetzung falsch ist.
SeineN,n>2und¢e Z;n die Restklasse von ¢ modulo p™. Die Ordnung von ¢ ist
(p — 1)p' mit einem gewissen 0 <[ < n — 1. Nehmen wir an, dal [ < n — 2 ist. Wegen
c@=1r' = 1(p") ist dann auch

cP=DP" " — 1 hod ",
also nach (n — 2)-maliger Anwendung von (6.2) auch
1=1 mod (p?).
Dies steht im Widerspruch dazu, daf die Ordnung von ¢ in Z;z gleich (p—Dpist. O

Satz 6.8. Sei p # 2 Primzahl. Dann sind alle Z;n, n € N*, zyklisch.
Genauer gilt fir jede a Primitivwurzel zu p:

1) a?='#1 mod p> = a ist Primitivwurzel fiir alle p".

2) a?~' =1 mod p> = Es sind a +p Primitivwurzeln fiir alle p™.
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Beweis. Nach Lemma 6.7 brauchen wir die Behauptungen nur fiir n = 2 zu zeigen.
1. Sei @ die Restklasse von a modulo p?. Nach Lemma 6.6 ist die Ordnung von @
entweder p — 1 oder (p — 1)p. Die Moglichkeit p — 1 ist aber ausgeschlossen, da a?~! #
1 (p?). Also ist die Ordnung von @ gleich p(p — 1) = ¢(p?).
2. Mit a ist auch b := a £ p Primitivwurzel zu p, da b = a (p). Also reicht es zu zeigen,
daf

1#£1 mod p?

Es gilt
Wl=(axpPl=a?1x(p-1)aP?p=1%(p—1pa’? mod p?

wobei p weder Teiler von p — 1 noch von a?~2 ist (letzteres, da sonst a keine Primitiv-
wurzel fiir p wire). Daher ist bP~1 # 1 (p?). O

Beispiele 6.3. 1) p = 5: 2 ist Primitivwurzel zu 5 (fritheres Beispiel).
Es ist 2% # 1 (52). Also ist 2 Primitivwurzel fiir alle 5. 7 ist ebenfalls Primi-
tivwurzel zu 5, aber 7* = 1 (5%), 7 nicht Primitivwurzel zu 52, wohl aber ist
74 5 = 12 Primitivwurzel fiir alle 5”.

2) Schwieriger ist es, Primitivwurzeln a zu p > 2 zu finden mit 1 < a < p, so dafl a
nicht Primitivwurzel zu p? ist (fiir p = 467 beispielsweise a = 10).

Wir wollen jetzt allgemein kldren, fiir welche m € N* die Gruppe Z/, zyklisch ist.

Satz 6.9. Fir alle ungeraden Primzahlen p und alle n € N* ist Zépn zyklisch.
Genauer gilt dabei fiir jede Primitivwurzel ¢ zu p™:

c ungerade = c ist Primitivwurzel zu 2p™.
c gerade = c+p" ist Primitivwurzeln zu 2p™.

Beweis. Sei zunéchst ¢ ungerade, also weder 2 noch p ein Teiler von ¢. Dann liegt die
Restklasse ¢ von ¢ modulo 2p™ in Zj,,.. Sei t die Ordnung von ¢. Dann gilt ¢ = 1 (2p™),
also erst recht ¢ =1 (p™), p(p™) | t. Wegen

# Loy = p(20") = p(2)p(P") = »(p")

ist auch t Teiler von p(p™), also t = ¢(p™), ¢ Primitivwurzel zu p".
Ist ¢ gerade, so ist ¢ + p™ ungerade und Primitivwurzel zu p™. Somit ist auch ¢ + p"
Primitivwurzel zu 2p”. O

Wir wissen, da8 Z}, = {I} und Z, = {3,3°} zyklisch sind. Aber:
Lemma 6.10. Sein € N, n > 3, a € Z ungerade. Dann ist
2n—2

a =1 mod (2").

Insbesondere ist Zhn nicht zyklisch.
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Beweis. Betrachten wir zunichst den Fall n = 3: Es ist ¢ = 1 + 2b mit b € Z also

b(b+1)

Z.
5 €

a®>=1+4b(b+1)=1+8c mit c=

Daraus folgt, dafl
7 =a=1 mod 2%

Gilt die behauptete Kongruenz fiir ein n > 3, dann auch fiir n + 1:

2
n—2 (n+1)—2 n—2
a® =1 mod?2® = d? = (a2 ) =1 mod 2",

Die weitere Behauptung folgt wegen ¢(27) = 2"~ > 2n=2, O
AbschlieBend haben wir:
Satz 6.11. Fir alle m € N, m > 1, sind dquivalent:

1) 7!, ist zyklisch.

2) m =2 oder m =4 oder m = p"™ oder m = 2p"™ mit n € N* und p € P\ {2}.
Beweis. (2) = (1): Bereits gezeigt.

(1) = (2): Sei m = p7* ...p" die Primzerlegung von m und

L:=kgV(p(p!), ..., 0(p))).

Sei ¢ € N* mit (a,m) = 1 und @ die Restklasse von a in Z,, mit Ordnung ¢(m)
(existiert, wenn Z!, zyklisch). Wegen

a?®) =1 mod p;”,
also a' =1 (pj”) fiir alle 1 < j <r ist

a=1 modm

us

und damit [ > ¢(m) = @(p7*) ... e(PI),

L=p(p")...olprr). (6.3)

Ist p € P ungerade, n € N*, so ist p(p") = (p — 1)p"~! gerade. Wegen (6.3) konnen
also in der Primfaktorzerlegung von m nicht zwei ungerade Primfaktoren vorkommen,
d.h., es ist

m = 2" p"?
mit ungeradem p € P und ni,ny € N, n; +ny > 0. Nach Lemma 6.10 ist m = 2
oder m = 4, falls ny = 0. Sei also ny > 0. Wiire n; > 2, so wiire p(2™) = 2m~1
ein Vielfaches von 2 und ¢(p™?) gerade im Widerspruch zu (6.3). Daher folgt n; < 2,
m = p"2 oder m = 2p"2. O
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6.3 Quadratisches Reziprozitatsgesetz

Definition 6.4. Sei m € N, m > 1 und a € Z mit (a,m) = 1.
a heilt quadratischer Rest modulo m (oder nach m), wenn es ein & € Z gibt mit

22=a mod m.

Beispiel 6.4. m =9.
1,4, 7 sind quadratische Reste modulo 9:

12=1 mod9, 2°=4 mod9, 4°=7 mod9.
2,5, 8 sind keine quadratischen Reste modulo 9.

Definition 6.5. LEGENDREsches Restsymbol (a) , »a nach p,“ fiir a € Z, p Primzahl,
p

die a nicht teilt:

<a> )1, wenn a quadratischer Rest modulo p,
p B —1, sonst.

Satz 6.12 (Eulersches Kriterium:). Fir alle Primzahlen p > 2 und jede zu p prime

ganze Zahl a ist
<a) =a2®1 mod p.
p

Beweis. Ist 2 = a (p), so ist (x,p) = 1, also nach dem kleinen Satz von FERMAT
(3.13)
l=aP! = (x2)%(p_1) =a2® Y mod p.

Nach fritherem Satz (3.41) existieren hochstens (p — 1)/2 nicht kongruente a mit
aze=D =1 (p).
Da Z; zyklisch ist, existieren andererseits (p — 1)/2 nicht kongruente quadratische
Reste: Sei ¢ € Z mit

Zy = {c, A3, )

und 1 <7 <p—1. Dann gibt es genau dann ein 1 < j < p — 2 mit
()2 =¢" mod p,

wenn ¢ = 2j oder ¢ = 2j — (p—1), d.h., wenn i gerade ist. Dafiir gibt es genau (p—1)/2
Moglichkeiten. O

Das folgende Korollar wird auch Erster Ergdnzungssatz zum quadratischen Rezipro-
zitdtsgesetz genannt.

Korollar 6.13. Fiir alle Primzahlen p > 2 ist

<_pl) = (=1)z(P=D),
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Bemerkung 6.14. Die Aussage des Korollars ist nur eine andere Formulierung der uns
schon bekannten Tatsache, dafl es fiir Primzahlen p > 2 genau dann ein z € Z mit
p| 2%+ 1 (d.h. mit 22 = —1 (p)) gibt, wenn p =1 (4) ist.

Rechenregeln 6.15. Fiir alle zu p € P primen a,a’ € Z:

0 (;) - <‘;> wenn a = a’ mod p.
2 (5)-G) ()
3) (‘f) = (Z) fiir alle ¢ € Z*.

Beweis. (1) ist trivial, (2) folgt aus dem EULERschen Kriterium zusammen mit den

2
Rechenregeln fiir Kongruenzen, und (3) folgt aus (2) wegen (c) =1. O
p
Die folgenden Sétze geben wir ohne Beweis an. Zunéchst den Zweiten Ergdnzungssatz

zum quadratischen Reziprozititsgesetz:

Satz 6.16 (Lagrange 1775). Fiir alle Primzahlen p > 2 ist

2)-ve
M.a W.:

2 ist genau dann quadratischer Rest modulo p, wenn p die Form 8k + 1 hat.

Dann der Hauptsatz, den LEGENDRE 1785 entdeckt, aber nie vollstéindig bewiesen hat
(GAuss allein hat acht Beweise dafiir gegeben):

Satz 6.17 (Quadratisches Reziprozitiitsgesetz). Fir alle ungeraden Primzahlen

P, q st
P\ (4 et
- Z)=(=1)=2 =z .
()G
M a W.:
(p) =— (q), wenn p, q beide die Form 4k + 3 haben,
q p
(5) = <ZZ) , wenn p und q nicht beide die Form 4k + 3 haben.

Beispiele 6.5. 1) Ist 3 quadratischer Rest modulo 297 Nach Satz genau dann, wenn
29 quadratischer Rest modulo 3 ist. Nun ist 29 = 2 (3), somit

(3)-()-coe o

also 3 kein quadratischer Rest modulo 29.
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2) 35 ist quadratischer Rest modulo 281: Es ist

()= () (1) () =(5) ()= (%)

wobei 281 =1 (5) und 281 =1 (7), also

-0 (-0

3) 65 ist quadratischer Rest modulo 307: Es ist

()= () () - (5) (%) - () ()= () ()

wobei

also
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